Rappels : identités remarquables

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a? — 2ab + b?
(a + b)(a—b) = a® — b?

FORMULAIRE

(a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3
(a —b)? = a®—3a?b + 3ab? — b3
a® — b3 = (a—b)(a®+ ab + b?)
a® + b3 = (a+b)(a®—ab + b?)

I Suites arithmétiques et géométriques

1) Suites arithmétiques

Termes de la suite (r désigne la raison) :

Upt1 —Up =T
U, = Ug +nr
Uy, =u, + (n—p)r

Somme des termes :

5 - iuk _ (4 Dy +up)

2
k=0

Cas général avec ny < n, :
nz

g Z (nombre de termes)(premier terme + dernier terme)
= Uy =

k=n1
Cas particulier :

1+24+3+n-1)+n=

2) Suites géométriques

2

nn+1)
2

On suppose que la suite est non nulle. Termes de la suite (q désigne la raison) :

Un+1
Uy
Up = Up * qn

Uy = Uy xq" P

Somme des termes :

n 1-— qn+1
Sp= ) we={""TT—q M471
k=0 (n+Duy sig=1
Cas général avec ny < n, :
n, _ (qnombre de termes)
S = U (premier terme) * - sig# 1
k=ny (nombre de termes) * (premier terme) siq = 1



II Formules de dérivation

1) Formules générales

Dans ce qui suit, u et v désignent deux fonctions d'une variable réelle x et k une constante réelle.

(u+v) =u +7
(kw)' = ku'
(uv) =u'v+uw
uy u'v—uw
G) =—%—
wow) =u"* (W ou)

1

-1y _
@™ U oyl?

2) Fonctions usuelles

a) Fonctions non composées

Fonction f Dy Fonction dérivée f’ Dy,
k R 0 R
X R 1 R
1 1
X lx2
X R* — R**
v 2v/x
Rsin=0 _ Rsin=0
n = n—-1 =
X" avecn € Z R*sin<0 nx R*'sin<0
x%aveca € R RtYsia >0 a1 Rtfsia>1
\Z | R**sia <0 ax Rt*sia < 1
1
In|x| R** - R**
X
exp x R exp x R
sin x R CcosS X R
CcoS X R —sin x R
T 1 T
= 2. =
tan x ]R\{2+kn} 14 tan’x = P ]R\{2+kn}
shx R chx R
chx R sh x R
thx R 1—th%x = ! R
X = h2 x

Les dérivées des fonctions réciproques des fonctions trigonométriques et hyperboliques

figurent sur les pages suivantes.




b) Fonctions composées

Fonction f Fonction dérivée f’
1 u’
u u?
Vi i
) _
2vu
u® au'u®1
!
u
In|ul —
u
expu u' *xexpu
sinu u' * cosu
cosu —u’' *sinu
ul
tanu u’ (1 +tan’u) = —;
cos?u
shu u' *chu
chu u’ *shu
!
thu u x(1-— thzu) =—
ch?u

III Fonctions trigonométriques et hyperboliques

1) Fonctions trigonométriques

cos’x +sin’x = 1

2) Fonctions hyperboliques

ch?x —sh?x =1

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + sinb cosa
sin(a — b) = sinacosb —sinb cosa
tana+tanb

t +b) =
an(a ) 1—tanatanb

tana —tanb

t —b) =
an(a ) 1+ tanatanb

! [cos(a + b) + cos(a — b)]

cosacosb=§
1
sinasinb=E[cos(a—b)—cos(a+b)]
1
sinacosb=§[sin(a+b)+sin(a—b)]
a+b a—>b
cosa+cosb=2cos( 3 )cos( 3 )
. (a+b)  (a—-b)
cosa —cosh = —2 sin 5 sin—
a+b a—>b
sina+sinb=251n( > )cos( > )
. . . (a=b) (a+b)
sina —sinb = 2 sin 5 oS

ch(a+b) =chachb+shashb
ch(a—b) =chachb—shashb
sh(a+ b) =shachb+shbcha
sh(a —b) =shachb—shbcha

tha+ b) = tha+thb
¢ "~ 1—thathb
th b = tha—thb
4 = {thathb
1
chachb=§[Ch(a+b)+ch(a—b)]
1
shashb = E[Ch(a + b) — ch(a — b)]
1
shachb = E[Sh(a + b) + sh(a — b)]
+b —b
cha+chb=2ch(a2 )ch(az )
+b —b
cha—chszsh(a2 )sh(az )
+b —b
sha+shb=25h(a2 )ch(az )
—b +b
sha—shszsh(a )ch(a )

2 2



3)

4)

cos(2x) = cos? x —sin?x ch(2x) = ch?x +sh?x
= 2cos’x —1 = 2ch?x -1
=1 —2sin%x =14 2sh?x
_1—tan2x _1+th2x
T 1+ tan?x T 1—th2x
5 1 + cos(2x) 5 1 + ch(2x)
cos“x =——— ch*x =——
2 2
1 — cos(2x ch(2x) —1
sinzxz—( ) shzxz—( )
2 2
1 — cos(2x ch(2x) —1
tanzxz—( ) thzxz—( )
1 + cos(2x) ch(2x) + 1
sin(2x) = 2sinx cosx sh(2x) = 2shxchx
B 2tanx B 2thx
1+ tan?x T 1—th2x
can 2 — 2tanx thox = 2thx
an x_l—tanzx x_1+th2x
Points sur le cercle trigonométrique
T N T N 0 T T |mT|
X > x > x| m+x | T—x 6 7 13|32
1
sin | —sinx | cosx | cosx | —sinx sinx |0 E E E 1
2 2
1
cos| cosx | —sinx | sinx | —cosx | —cosx | 1 E E -1 0
2 2 2
1 1 V3
tan | —tanx | — tanx | —tanx |0 — | 1 [+3]| 2
tanx | tanx 3

Trigonométrie réciproque

arcsin x + arccos x =

N[ _

1 T
arctan x + arctan; = sg(x).z

avecsg(x) =1 six>0et—1six <0

1
(arcsinx)’ = ——
V1 — x?
1
(arccosx)' = —
1—x?
t "=
(arctanx) T2
(arcsinu)’ = —
arcsinu)’ = ———
V1 —u?
ul
(arccosu)' = - —
V1 —u?
ul
tanu)’ =
(arctanu) T2

5) Trigonométrie hyperbolique réciproque

argshx=ln(x+ 1+x2)
argchlen(x+ 1—x2)
h _11 (1+x)
argthx = —ln{T—
1
argshx)' =
resh ) =
1
(argchx) = ———
8 x2 -1
(argthx)’ = 2
u/
argshu)' = ——
Gresh)' = e
ul
(argchu)' = ———
8 u?—1
(argthu)' =

1—u?



IV Limites usuelles

1) Comportement a l'infini

2)

lim Inx = +o

X—>+0o

lim expx = +o0

X—>+0o

lim expx =0

X—>—00

Sia >0, lim x* =+
X—>+00

Sia<0, lim x*=0
X—+00

. . €Xpx
Sia >0, lim =

x—400 X%

X

lim — = +o0
x—+o0 X%

Sia >0, lim x* xexp(—x) = lim x%e* =0
x—+00 X—>+0

Sia >0, lim |x|%*e* =0

X——00

Inx
Sia>0, lim —=0

X—>+o00 X

Comportement a l'origine

limlnx = 400
x—0

Sia >0, lim x% =
x—07t

Sia <0, lim x% = 4o
x—0t

» propriétés de croissance comparée

Sia >0, lim x%Inx = 0 propriété de croissance comparée
x—0

In(1 + x
lim D

x—0 X
e*—1
=1

lim
x—0 X

~ sin x
lim =
x—0 X




V Formules d'intégration

1)

2)

Primitives usuelles

Sia # —1,fx“ dx = ——x%*1 + cte

a+1
1
f—dx = In|x| + cte
X

1
f dx = In|x + a| + cte
x+a

fexpxdx = expx + cte

Sia>0eta # 1,

1
fa"dx=
Ina

fcosxdx = sinx + cte

* a* + cte

fsinxdxz—cosx+cte

. 1

Sia#0, | cosaxdx = —sinax + cte
a

1
Sia+# 0,fsinaxdx = ——cosax + cte
a

Fonctions trigonométriques et hyperboliques

1
———dx = arcsinx + cte
fx/l—xz
1 1 11+x
fl_xzdx=2n x|+cte
1
———dx = argshx + cte
f\/1+x2 8
1
———dx = argch x + cte
f\/xz—l
1
f dx = arctan x + cte
1+ x2
Sia#0,

1 1 X
————dx = —x*arctan— + cte
a? + x2 a a

Sia # 0,

fmdx = 1n|x+\/x2 +a| + cte

x = tanx + cte

et
(cos x)?
f(l + (tanx)?) dx = tanx + cte

x = —cotan x + cte

1
= — + cte
tan x

1
f dx = arctan x + cte
1+ x2
fchxdx = shx + cte
fshxdx = chx + cte

1
f(ch—x)zdx =thx + cte

1
= ——+ cte

f(sh_x)zd thx

X
dx = arcsin— + cte
a

1
Sia> 0,f—
1/a2 _xZ
1
Sia> 0,[—
Vva? + x2
1 X
f - dx=1n|tan—|+cte
sin x 2

fcotxdx = In |tan (§+%)| + cte

X
dx = arg sha + cte

ftanx dx = —In|cos x| + cte
fthx dx = In(chx) + cte

flnxdx=x*lnx—x+cte



3) Fonctions composées

Sia #—1,
fu’*u“dxz

u®*tl 4+ cte
a+1

ul
f—dx=1n|u|+cte

u
fu’*expudx=expu+cte
fu’*cosudxzsinu+cte

fu’ xsinudx = —cosu + cte

u’
——dx =tanu + cte
f(cosu)2
fu’ * (1 + (tanu)?)dx = tanu + cte

!

u

f dx = arctanu + cte
1+ u?

Sia#0,

u’ 1 u
ﬁdx = —x arctan— + cte
a+u a a

fu’*chudxzshu+cte

fu’*shudx=chu+cte

ul
———dx = arcsinu + cte
f\/l —u?
Sia# 0,

f\/mdx—ln|u+\/u2+a| + cte

u
Sia>0, dx = arcsina + cte

7=

u' u
- dx = In |tan —| + cte
sinu 2

f cc:ls,u dx =In |tan (g +%

)|+cte
fu’ * tanu dx = —In|cosu| + cte

fu’ *th u dx = In(chu) + cte



V1 Développements limités

1
m=1+x+x2+x3...+x"+o(x")
1
=1—-x+x?—x3...+ (D)™™ +o(x")
1+x
B x x% x3 x" .
expx—1+ﬂ+§+§...+m+o(x)
x3 x5 2n+1
i — —_— R 1\ ________ 2n+2
sinx = x 3!+5!...+( 1) (2n+1)!+0(x )
R 20
— —_— - _1\n_____ 2n+1
cosx =1 2!+4! o+ (—1) (2n)!+0(x )
x? x3 x™
Inl+x)=x——+—.. + (D" 1 —+ o(x")
2 3 n
x? x3 x"
1n(1—x)=—x—7—?...—m+o(x")
a(a—1 a(a—1)..(a—n+1
(1+x)“=1+ax+%x2...+ ( ) n(' )x"+0(x")
X3 x5 ;CZn+1 '
— - - 2n+2
shx—x+3!+5!...+(2n+1)!+o(x )
2 4 210
— - - 2n+1
chx—1+2! +4! +(2n)!+0(x )
tanx = +x3+2 >+ 0(x°)
anx = x+—+-=x" +olx
x3 2
_ .t 4.5 6
thx = x 3+15x + 0(x°)
o +1x3+3x3 +1*3...*(2n—1) x2”+1+ (en+)
A =X T8 s " T " 2%4..x2n) 2n+1 OV
3 x5 2n+1
arctanx = x — £l + = + (=" T + o(x?1+2)
1x3 3x3 1*%3..x(2n—1) x2n*t1
hx=x———+4+——... —-1)" 2n+2
argshx =x -5 +gs -+ OV 5 0@ mer )
X3 55 , 2N+l
argthx=x+—+—... + + o(x2"*2)

3 5 2n+1



