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Chapitre 1

Tribus

1.1 Ensembles finis, dénombrables et infinis non dénombrables
Soit E un ensemble. On désigne par P(E) I'ensemble des sous-ensembles de E :
P(E)={ACE}.

Définition 1.1.1. On dit que deux ensembles F et F sont équipotents s’il existe une bijection
de F sur F. On dit alors qu’ils ont méme cardinal.

Définition 1.1.2. On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe n € N tel que A soit en bijection
avec {1,...,n}. On dit alors que le cardinal de A est n. On note Card(A4) = n ou #(A) = n.

Définition 1.1.3. Un ensemble E qui n’est pas fini est dit infini.

On peut également définir un ensemble £ comme infini en disant qu’il existe xg € E et une
injection de E dans E\{xzo}.

Exemple 1.1.4. L’ensemble N est infini puisque n — n + 1 est une injection de N dans N*.

Définition 1.1.5. Un ensemble F est dit dénombrable s’il existe une bijection de X sur N. Il
est dit infini non dénombrable s’il n’est ni fini, ni dénombrable.

Proposition 1.1.6. L’ensemble des nombres premiers, Z, N?>, Q sont dénombrables.

Démonstration. Raisonnement par I’absurde pour le premier. Pour N2, on peut considérer I’ap-
plication suivante :

2
fp.q) = 2D 2+p+3q_

On peut construire une injection de Qt dans N2, O

Proposition 1.1.7. Un sous-ensemble d’un ensemble au plus dénombrable est au plus dénom-
brable.
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Proposition 1.1.8. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable.

Corollaire 1.1.9. L’ensemble des nombres algébriques (racines d’un polynéme a coefficients
entiers) est dénombrable.

Proposition 1.1.10. L’ensemble [0, 1] est non dénombrable.

Les ensembles P(E) et {0, 1}E sont équipotents car I’application

1 sixeA,
AeP(X)—14€{0,1}F on 14(z)= ,

0 sizé¢ A,
est bijective.
Exemple 1.1.11. L’ensemble N est équipotent a 2N car n € N — 2n € 2N est une bijection.

Proposition 1.1.12. Soit E un ensemble. Alors E et P(E) ne sont pas équipotents car il
n’existe pas de surjection de E sur P(E).

Démonstration. Supposons qu’une telle surjection existe et notons-1a f. Alors il existe un anté-
cédent a € E par f a l'ensemble A = {x € E : x ¢ f(x)}. Sia € Aalorsa ¢ f(a) = A et si
a ¢ A alors a € f(a) = A. Dans les deux cas, on obtient une contradiction. O

1.2 Opérations sur les ensembles

Définition 1.2.1. Soit F un ensemble.
Si A et B sont inclus dans E on note A U B I'union de A et B définie par

AUB={z € FE :z€ Aouzc B}.
Si A et B sont inclus dans F on note AN B l'intersection de A et B définie par
ANB={x€FE:xcAetze B}
Si A est inclus dans F, on note A¢ son complémentaire (dans E) défini par
A°={zx € E :x¢ A}
Proposition 1.2.2. Soit A, B et C' des sous-ensembles de E. Alors
(AUB) = A°NB° (ANB)° = A°UB"° et (AUB)NC=(ANC)u(BNCQC).

Définition 1.2.3. Soit f une application de F dans F', A inclus dans FE et B inclus dans F.
L’image directe de A par f, notée f(A) est le sous-ensemble de F' suivant :

f(A)={yeF :3xeA, flx)=y}={f(z) : z € A}
L’image réciproque de B par f, notée f~1(B) est le sous-ensemble de F suivant :

fYUB)={x e E: f(z) € B}.
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Proposition 1.2.4. Soit f de E dans F, AJ/A' CE et B,B'CF. On a
fHBUB)=f1(B)UfHB) et fTHBNB)=f1(B)NfY(B)
JAUA) = F(A)UF(B) et F(BNB)C f(B)N f(B).
Lincluse manquante est fausse en général.

Démonstration. Soit z € f~1(BU B’). Alors f(z) € BUB'. Si f(z) € B alors z € f~1(B) et
z € f~Y(B)U f~1(B’). La conclusion est la méme si f(x) € B'. O

1.3 Définitions

Soit E un ensemble. On appelle classe de parties de E un sous-ensemble non vide de P(E).

Définition 1.3.1. Une tribu A sur E est un sous-ensemble non vide de P(FE) tel que :
(i) la partie vide appartient a A,
(ii) le complémentaire d’un élément de A est dans A,

(iii) A est stable par réunion dénombrable.

Notons immédiatement quelques propriétés satisfaites par les tribus. Si A est une tribu alors
— EecA,

— A est stable par intersection dénombrable,

— A est stable par différence : A, B € A= A\B € A,

— A est stable par différence symétrique : A,B € A = AAB € A.

Exemple 1.3.2. La plus petite tribu de F est A = {0, E'}, tandis que la plus grande est P(E).

Définition 1.3.3. On appelle espace mesurable tout couple (F,.4) formé par un ensemble E et
une tribu A sur E.

Proposition 1.3.4. L’intersection de tribus sur E est encore une tribu.

Démonstration. Soit (A;),c; une famille de tribus sur E. Notons A = N;er.A; l'intersection de
ces tribus. Alors, I’ensemble vide appartient & chaque tribu A; et donc a A. Soit A € A. Pour
tout i € I, A € A; donc A€ € A; : A° € A. La réunion dénombrable s’établit de méme. O

Proposition 1.3.5 (tribu engendrée). Soit £ un sous-ensemble de P(E). 1l existe une plus petite
tribu (au sens de l'inclusion) contenant tous les éléments de E. Elle est appelée tribu engendrée
par £, et est notée a(E).

Démonstration. Soit X ’ensemble de toutes les tribus M sur E contenant £. L’ensemble X n’est
pas vide puisqu’il contient la tribu P(F). Posons

A= [ M={ACE VMeX, AcM}.
Mex

11 est clair que € C A. De plus, A est une tribu comme intersection (quelconque) de tribus et,
par définition, elle est contenue dans toute tribu contenant £. O
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Remarque 1.3.6. Si A est un sous-ensemble de E, alors
U({A}) = {@7 A, A, E}
Remarque 1.3.7. Si A est une tribu sur E, alors o(A) = A.

Exemple 1.3.8. Si E est un ensemble dénombrable alors la tribu engendrée par les singletons
({z}),cp est 'ensemble de toutes les parties de £ : P(E).

Proposition 1.3.9 (image réciproque d’une tribu). Soit E et F' deux ensembles, f une appli-
cation de E dans F et A une tribu sur F. Alors

FHA) = {f1(A), Ac A}
est une tribu sur E, appelée tribu image réciproque de A par f.

Démonstration. La classe f~1(A) contient ’'ensemble vide puisque ) = f~1((). Soit B € f~1(A).
Alors il existe A € A tel que B = f~!(A). Puisque A est une tribu, A° € A. Enfin, remarquons
que f71(A)¢ = f71(A°). La stabilité par réunion dénombrable s’établit de méme. O

Proposition 1.3.10. Soit f une application de E dans F, £ un sous-ensemble de P(F'). Alors

FHeE) =a(f71(E)).

En d’autres termes, l'image réciproque de la tribu engendrée par £ est la tribu engendrée par
l’image réciproque de .

Démonstration. Comme € C o(E),ona f~1(&) C f~1(o(£)) qui est une tribu et ainsi o(f~(&))
est inclus dans f~1(o(£)).
Montrons 'inclusion inverse. Notons

B={BcCF: f'B)ea(f (&)}

Alors B est une tribu. De plus, B contient & donc contient ¢(€). Il en résulte que f~1(o(€))
est inclus dans f~!(B). Comme, par définition, f~1(B) C o(f~1(£)), on obtient I'inclusion
souhaitée : f~1(o(€)) est inclus dans o(f~1(E)). O

Définition 1.3.11 (tribu induite). Soit B un sous-ensemble de E et A une tribu sur £. On
appelle tribu trace, ou tribu induite, par A sur B la tribu

Ap={ANB, Ac Al

Définition 1.3.12 (tribu produit). Soit A une tribu sur E et B une tribu sur F. On appelle
tribu produit, et I’'on note A ® B, la tribu sur E x F' engendrée par I’ensemble des parties de
E x F qui s’écrivent sous la forme A x B avec A € Aet B € B.
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1.4 Tribu borélienne

Rappelons que pour la topologie usuelle de R, un ensemble O de R est ouvert si
Vz € O, Ja,be€ O, x €la,b[C O.
On note O I’ensemble des ouverts de R.

Définition 1.4.1. La tribu o(O) engendrée par O est appelée la tribu borélienne de R. On la
note B(R). Ses éléments sont appelés les boréliens.

Remarque 1.4.2. Méme si cela n’est pas évident, on peut montrer que B(R) est strictement inclus
dans P(R) : il existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes.

Proposition 1.4.3. Sur R, muni de sa topologie usuelle, la tribu borélienne est engendrée par
1. la classe des intervalles ouverts bornés,
2. la classe des intervalles ouverts bornés a extrémités rationnelles,
3. la classe des intervalles de la forme | — oo, a avec a € R,

4. la classe des intervalles de la forme | — 00, a] avec a € R.

Démonstration. Prouvons le point 2 qui est plus fort que le point 1. Notons £ la classe des inter-
valles ouverts bornés a extrémités rationnelles. On a £ C O, donc o(€) C o(O). Réciproquement,
soit O un ouvert de R. Notons

I={(p,r) €QxQ}, Jp—r,p+r[c O}

Alors I est dénombrable et

o= | lp—rp+rl
(p,r)el

On voit ainsi que tout ouvert de R peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
a extrémités rationnelles, d’ott O C (&) et par suite o(O) C o(&).

Prouvons le point 3. Soit &’ la classe des intervalles de la forme | — 0o, al. On a (') C 0(O).
Pour établir I'inclusion inverse, il suffit de montrer que £ C o(&’) (puisque la tribu engendrée
par & est la tribu borélienne). Soit |a,b[€ £. On a

la,b[ = ] —o00,b[N]a,+o0[ =]—00,b[N]—00,a]
= ] —00,b[ N (Npen+] — 00,a+ 1/n])¢ € a(&).

Tout intervalle ]a, b[ appartient donc a la tribu engendrée par £ et donc o (&) C o(&').
Le point 4 s’établit de maniere analogue. O

Remarque 1.4.4. Nous aurons aussi & considérer la droite achevée R = R U {400} U {—o0}.
Rappelons que sa topologie est définie par la base d’ouverts formés des intervalles ouverts de
la forme Ja, b[, ]a, +00] et [—o00,b] avec a,b € R. On démontre de facon analogue que la tribu
borélienne de R est engendrée par les classes {[—00,a[, a € R} ou {[~o0,a], a € R} par exemple.
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Proposition 1.4.5. La tribu borélienne de R? est égale a la tribu engendrée par la classe des

ouverts de la forme
d

H]ai,bi[ avec 0o < a; < b; < +o00.
i=1
11 existe une notion d’espace topologique abstrait. Rappelons que O C P(FE) est une topologie
(ensemble des ouverts) sur E si
(i) 0 et E appartiennent a O,
(ii) O est stable par intersection finie,
(iii) O est stable par réunion quelconque.
Il est naturel de munir un espace topologique (E,O) (ou O désigne I’ensemble des ouverts

de F) d’une tribu compatible en un certain sens avec la structure topologique préexistante.

Définition 1.4.6. Soit (F, O) un espace topologique. La tribu o(O) engendrée par O est appelée
la tribu borélienne de E. On la note B(E). Ses éléments sont appelés les boréliens.



Chapitre 2

Mesures positives

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1. Soit (E,.A) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (E,.A) une
application p de A dans Ry telle que

(i) u(@®) =0,

(i) si (An),cn est une suite d’éléments deux a deux disjoints d’éléments de A, alors
oo
w(UnAp) = ZM(An)
n=0

On peut parfois préciser le terme de mesure positive :
— ¢'il existe une suite (Ay),cn d’éléments de A telle que U, A, = E et, pour tout n € N,
1(Ay) est fini, on dit que p est une mesure o-finie;
— si p(F) < 400, on dit que la mesure p est finie (ou bornée) ;
— s u(E) =1, la mesure u est appelée mesure de probabilité.

Exemple 2.1.2. La mesure de Lebesgue sur R est o-finie mais pas finie. La mesure Jy est une
mesure de probabilité.

Définition 2.1.3. On appelle espace mesuré tout triplet (E, A, u) ou (F,.A) est un espace
mesurable et p est une mesure positive sur (E, A).

Analysons & présent les propriétés satisfaites par une mesure en commencant par les proprié-
tés faisant intervenir un nombre fini d’ensembles.

Proposition 2.1.4. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

(i) Si Ai,..., A, sont des éléments de A deuz a deuz disjoints alors
(AL U AU UAp) = pu(Ar) + - + p(An).

(ii) Si A et B sont deux éléments de A tels que A C B, alors u(A) < p(B). De plus, si
1(A) < +o0, alors p(B\A) = u(B) — u(A).

9
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(iii) Soient A et B deuz éléments de A, (AU B) + u(ANB) = u(A) + u(B).

Démonstration. Le point (i) s'établit a partir du point (ii) de la définition d’une mesure en
choisissant Ay = ) pour k # 1,...,n

Pour (ii), si A C B, on écrit B = AU (B\A). Comme A et (B\A) sont disjoints, u(B) est
gl & () + p(B\A) > u(A).

Pour établir le point (i), distinguons deux cas. Si (AN B) = 400 alors pu(A) ou p(B) vaut
aussi +00. Sinon, il faut remarquer que AU B s’écrit comme la réunion disjointe de (A\(ANB)),
AN B et B\(AN B). En utilisant le point (1), il vient :

(AU B) = u(A\(A N B)) + p(AN B) + u(B\(AN B)).
Puisque AN B est bien entendu inclus dans A et dans B le point (i7) fournit le dernier argument :

w(AUB) = p(A) — (AN B) + u(ANB) + u(B) — n(AN B)
= w(A) +u(B) — (AN B),

ce qui est le résultat attendu. ]
Donnons une définition équivalente de la notion de mesure (positive).

Proposition 2.1.5. Une application i de A dans R, est une mesure si et seulement si
(i) () = 0
(ii) si A et B sont deux éléments disjoints de A, n(AU B) = pu(A) + p(B) ;
(iii) pour toute suite croissante (By), oy d’éléments de A, (U, By) = limy, u(By).

Démonstration. Supposons que les points (i), (i) et (iii) de la proposition soient vrais. Par
récurrence sur le point (ii), on obtient que, si A4y,..., A4, sont des éléments de A deux a deux

disjoints alors
wWATUAs U---UA,) = p(Ar) + -+ u(4y).

Soit (Ay),cn une suite d’éléments deux a deux disjoints de A. Pour tout n € N, posons By, =
Up<kAn. On a p(By) = Zfl o #(Ap). De plus, (By),cy est une suite croissante et UPS By
coincide avec U2 jA,. Par hypothese, on obtient

H(UpZoAn) = n(UpZoBe) = lim p(By) = lim > pu(Ax) =) p(Ar)
k=1 k=0

Réciproquement, supposons que j soit une mesure. Soit (By,), ¢y Une suite croissante d’éléments
de A. Posons Ay = By et, pour tout n > 1, A, = B,\B,,_1 € A. Alors (A,),cy est une suite
d’éléments de A deux a deux disjoints et, pour tout n > 0, B, = U}_,A. Il en résulte que

(U2 g Bn) = n(UpZoAy) = Zu Ar) nlggogﬂ(flk) = lim p(Bn),

et la proposition est démontrée. ]
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Proposition 2.1.6. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.
(i) Si (Bp),ey st une suite d’éléments de A, alors pu(UsoBpn) < > 07 ji(Bp).
(ii) Si (Ap),cy est une suite décroissante d’éléments de A telle qu’il existe ng avec p(Ay,)

fini, alors la suite ((An)),cn converge en décroissant vers ju(NpAy).

Démonstration. Démontrons (7). Posons Ay = By et, pour tout n > 1, A, = B,\(Ug<nBy). Les
ensembles (An)neN sont deux a deux disjoints et B, = Up<,Ag. Il en résulte que

(U520 Bn) = m(UpZoAr) = > p(Ar) < p(Bn),
k=0 n=0

puisque A,, C B, pour tout n € N.
Démontrons (ii). Pour i > ng, posons By = Ap,\Ay. La suite (B),,, est croissante et on
& Up>noBr = Ang \(Nk>no Ak). Puisque Ng>poAr C Ay, et Ay C Apy, on a

(A \(Dkzng Ak)) = 1(Ang) = (1(Mkzno Ak) et p(Br) = p(Ang) — p(Ag),

d’ou
P Ano) = 1(Ohzno Ar) = p(Unzno Br) = lim p(By)
= Jim (p(Ang) — p(Ax)) = p1(Ang) — lim p(Ag),
—00 k—o0
et donc p(Np>1Ax) = limg_oo p(Ag). d

Remarque 2.1.7. Dans I’énoncé (i7), 'hypothese de 'existence d’un entier ng tel que p(A,,) est
fini ne peut étre supprimée. En effet, si p est la mesure de comptage sur Net 4,, = {n,n+1,...}
alors ju(A,) = +oo et Ny A, = 0.

2.2 Premieéres mesures discretes

Les premiers exemples de mesures que 'on va considérer sont a la fois élémentaires et fon-
damentaux. Ils correspondent a l'idée intuitive de masses ponctuelles : il va s’agir d’affecter des
poids a des points de I'espace.

L’exemple le plus naif consiste a affecter un poids a un seul point.

Définition 2.2.1 (Mesure de Dirac). Soit (F,.A) un espace mesuré et a € E. Posons, pour tout
AcA:
1 sia€A,
5a(A) = .
0 sia¢ A
L’application ¢, est une mesure de probabilité, appelée mesure (ou masse) de Dirac au point a.

Remarque 2.2.2. Si A € A, 6,(A) =14(a).
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Pour montrer que d, est une mesure, utilisons par exemple la définition alternative d’une
mesure fournie par la proposition 2.1.5. Il est clair que d,(0) est nul. Soit A et B deux ensembles
disjoints appartenant & A. Alors

da(AUB) =14uB(a) =14(a) + 1p(a) = 0,(A) + 04(B).
Soit & présent une suite croissante (By), .y d’éléments de A. Alors on a
a € UpBy, < 3dng >0, a € By, <= Ing >0, Vn >ng, a € B).

Ainsi, si a € U, B, alors dq(UnBp) = 1 et la suite (64(Bn)),cy (& valeurs dans {0,1}) vaut 1 a
partir d’un certain rang. De méme, si a ¢ U, B, alors §4(U,By,) = 0 et la suite (04(Bp)),cn €st
la suite nulle.

Définition 2.2.3 (Mesure de Bernoulli). Soit p €]0,1[. La mesure de Bernoulli de parametre p
est définie par = (1 — p)dp + pd1. C’est une mesure de probabilité.

Définition 2.2.4 (Mesures discretes finies). Soit (R,B), N € N*, (ap)i<n<n des réels et
(tn)y<p<n des réels strictement positifs. Posons pour tout A € A,

N
= Z anda, (A
n=1

L’application p : B — R, est une mesure positive. Les points (a,,)1<p<n sont appelés atomes
de p.

Montrons que 'application y définie sur B est une mesure. Clairement, (0) = 0. Soit (Ag);cn
une suite d’éléments deux a deux disjoints de B. Alors

N N N 00
:U’(UkAk) = Z anéan(UkAk) - Z OénlukAk (an) = Zan Z 1Ak, (an)
= = n=1 k=0
= ZzanlAk an —Zzan an Ak :ZM
k=0n=1 k=0n=1 k=0

Exemple 2.2.5. Voici quelques exemples de mesures discretes a un nombre fini d’atomes :
— Mesure de comptage sur {1,2,..., N} :

— Mesure binomiale de parametres n € N* et p € [0,1] :

=S G
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2.3 Mesure de Lebesgue

Théoréme 2.3.1. I existe une unique mesure X sur (R, B(R)) telle que

(i) A([0,1]) =1,

(i) Pour tout a € R et tout B € B(R), AMa+ B) = X\(B).
Elle est appelée mesure de Lebesgue sur R.
Remarque 2.3.2. Ce théoreme est dificile. Nous verrons lors de la construction de mesures produit
les arguments clé de 1'unicité.

Cette mesure coincide avec la notion intuitive de longueur comme le montre le résultat
suivant.
Proposition 2.3.3. Pour tous a < b réels,

Ala, b]) = A(Ja, b]) = A([a, b)) = A(Ja,b]) =b — a.

Si I est un intervalle non borné alors A\(I) = +oo.

Démonstration. Soit a = A({0}). Alors, d’aprés 'invariance par translation de A, pour tout
x € R,
A{z}) = Az +{0}) = A({0}) = .

Ainsi, pour tout n > 1,
noa = {1/k, k=1,...,n}) <X([0,1]) = 1.

Ceci assure donc que a = 0. On dit que A ne charge aucun singleton. La mesure des intervalles
ne dépend pas du fait qu’ils contiennent ou non leurs extrémités (on utilisera ce fait dans la
suite sans le rappeler systématiquement).

Soit n > 1. Découpons |0, 1] en n intervalles disjoints égaux.

1 = X([0,1]) = A(]0,1]) = A(Ug=y|(k = 1)/n, k/n])
= > Mk —1)/n+]0,1/n]) = nA(J0,1/n]).
k=1

Ainsi, pour tout n > 1, A\(]J0,1/n] = 1/n.
Soit & présent n > 1 et k1 < ky € Z. Alors
_ kay K
Ak fn, kafn]) = MU (k1= 1)/, (ky+ 1) /) = = = =

n

Ainsi, pour tous rationnels r < ') AX(Jr,r'[) =" —r.
Soit @ < b € R. il existe deux suites (uy),, et (vy), de rationnels strictement décroissante
pour la premiere et strictement croissante pour la seconde telles que u,, < v, pour tout n et qui

convergent respectivement vers a et b. On obtient alors
AJa, b)) = AMUp]un, vn[) = lim A(Jup, v,[) = lim(v, — up) = b — a.

Soit enfin I un intervalle non borné. Supposons-le de la forme [a,+oo[. Alors, pour tout
n € N, I contient [a,a + n] et ainsi, A(I) > n. Ceci assure que A(I) = +o0. O



Chapitre 3

Applications mesurables

3.1 Définitions et critéres de mesurabilité

Définition 3.1.1. Soit (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables et f une application de E
dans F. On dit que f est mesurable de (F,.A) dans (F,B) si 'image réciproque par f de tout
élément de B est un élément de A. On dira plus simplement que f est mesurable s’il n’y a pas
d’ambiguité sur les tribus considérées.

Autrement dit, f est mesurable si f~!(B) C A. Lorsque E et F sont des espaces topologiques
et A et B désignent leurs tribus boréliennes respectives, une application mesurable est encore
appelée borélienne.

Exemple 3.1.2. Soit (E,.A) un espace mesurable. Pour toute partie A de E on note 14 la
fonction indicatrice de 'ensemble A (valant 1 sur A et 0 sur son complémentaire). La fonction
14 est mesurable de (F,.A) dans R (muni de sa tribu borélienne) si et seulement si A € A.

Proposition 3.1.3. Soit (E, A) et (F,B) deux espaces mesurables, f une application de E dans
F et £ une classe sur F telle que o(€) = B. Alors f est mesurable si et seulement si l’image
réciproque de tout élément de £ appartient a A.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si A contient 'image
réciproque de &, elle contient également la tribu engendrée par I'image réciproque de £ qui est
encore I'image réciproque de la tribu engendrée par £, c’est-a-dire I'image réciproque de B par
hypothese. O

Corollaire 3.1.4. Soit E et F' deuxr espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes
respectives. Toute fonction continue f de E dans F est mesurable.

Démonstration. Soit Op (resp. OF) la classe des ouverts de E (resp. de F'). Par définition de
la continuité de f, on a f~1(Op) C Op C B(E). La tribu borélienne B(E) de E contient donc
o(f~1(Op)) = fHo(OF)) = fL(B(F)) et f est mesurable. O

Corollaire 3.1.5. Soit f une application mesurable de (E, A) a valeurs dans R muni de sa tribu
borélienne. Alors f est mesurable si et seulement si ['une des conditions suivantes est vérifiée :

14
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(i) Va eR, {x € E, f(x) <a} €A,
(ii) Ya € R, {x € E, f(x)
(iii) Ya € R, {x € E, f(z)>a} € A,
(iv) YVa € R, {z € E, f(z)>a} e A

Démonstration. En effet, 'une quelconque des classes suivantes de parties de R
{] —oc,a[; a€R}; {]—o00,al; a€R}; {Ja,+o0[; a€R}; {[a,+oo[; a €R}

engendre la tribu borélienne de R. O

3.2 Propriétés de stabilité

La mesurabilité est stable par composition.

Proposition 3.2.1. Soit (E,A), (F,B), (G,C) trois espaces mesurables, f une application me-
surable de (E, A) dans (F,B) et g une application mesurable de (F,B) dans (G,C). Alors l’ap-
plication g o f est mesurable de (E, A) dans (G,C).

Proposition 3.2.2. Soit (F1,B1) et (Fa, B2) deuz espaces mesurables et py et pa les projections
de F1 x Fy sur Iy et Fy respectivement. On munit F1 X Fy de la tribu produit B1 ® Bs.

(i) les projections py et pa sont mesurables;

(ii) soit (E,A) un espace mesurable et f une application de E dans Fy x Fy. Alors f est
mesurable si et seulement si les composées pyof : E — Fy et pgpo f : E — Fy sont
mesurables.

Démonstration. Prouvons le point (7). Pour tout B; € By, on a pl_l(Bl) =By x Fy € B1 ® Bs.
Donc p; est mesurable. On procede de méme pour po.

Prouvons le point (7). Si f est mesurable, il est clair que p; o f et pa o f le sont. Récipro-
quement, supposons que pi o f et py o f soient mesurables. Alors, pour tout By € By, ’ensemble
f~1(By x F,) n'est autre que (py o f)~1(By) qui appartient & A. De méme, pour tout Bo € Bo,
on a f~1(Fy x By) appartient & A. Il en résulte que

fUBL x By) = f7H((B1 x Fy) N (Fy x Bo)) = f By x Fy) N f~YFy x By) € A.

Comme B; ® Bs est la tribu engendrée par les parties de la forme B; X Bs, avec B; € By et
By € Bo, la proposition 3.1.3 permet de conclure que f est mesurable. ]

Corollaire 3.2.3. Pour qu’une fonction a valeurs complexes soit mesurable, il faut et il suffit
que ses parties réelle et imaginaire soient mesurables. Si f et g sont des fonctions mesurables
de (E, A) dans C, alors f + g, fg, |f|,... sont mesurables.

Avant d’étudier la stabilité de la notion de mesurabilité par passage a la limite, rappelons
quelques définitions concernant les suites a valeurs dans R.
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Définition 3.2.4. Soit (uy), oy une suite & valeurs dans R. La plus grande (resp. petite) valeur
d’adhérence de la suite (uy,),, est notée limsup uy, (resp liminf w,, ). Leurs définitions sont données
par

limsupu, = inf supug et liminfw, = sup inf wug.
n20k>n n>0 k>n

Remarque 3.2.5. Les limites supérieure et inférieure sont a priori des éléments de R.

Remarque 3.2.6. Pour tout x > limsup u,, il existe € > 0 et ng € N tels que, pour tout n > ny,
Up < T — €.

Remarque 3.2.7. On a toujours liminf u,, < limsup,, u,, et la suite (un)nEN converge vers un réel
si et seulement si lim inf «,, = lim sup,, u,, et ces quantités sont finies.

Remarque 3.2.8. Si (f,),, est une suite d’applications de E dans R, on note lim sup f,, la fonction
qui & z € E associe limsup f,(x) € R.
Proposition 3.2.9. La mesurabilité est stable par passage a la limite.

(i) Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables sur (E, A) a valeurs dans R. Les fonctions
sup fn, inf f,, limsup f,, et liminf f,, sont mesurables.

(it) Soit (fn),cn une suite de fonctions mesurables sur (E, A) a valeurs dans C telle que,

pour tout x € E, la limite lim,, f,(x) = f(x) existe. Alors f est mesurable.

Démonstration. Etablissons tout d’abord le point (7). Par hypothese, pour tout a € R, 'ensemble
{fn < a} appartient a A. Or,

{Sllpfn < CL} = ﬂ{fn < a}.

D’apres le corollaire 3.1.5, sup f,, est mesurable. Comme inf f,, = —sup(—f,), inf f,, est mesu-
rable. Enfin, limsup f,, = inf, (supy>,, fx) et liminf f,, = sup,, (infy>, fx) sont mesurables d’apres
ce qui précede. -

Pour prouver le point (i7), quitte & considérer les parties réelle et imaginaire des fonctions fy,
on peut supposer que f, est réelle. Mais alors f = liminf f, = limsup f,, est mesurable d’apres

(4).- O

Proposition 3.2.10. Soit f et g deuz applications mesurables de (E,A) dans Ry (muni de sa
tribu borélienne). Alors {f < g} et {f < g} sont des éléments de A.

Démonstration. En décomposant ces ensembles de la fagon suivante :

{f <9} = Ugeolf <q<g}=Uge{f <qtn{g<g}),
{f<gt = NMui{f <g+1/n},

on obtient leur appartenance a la tribu A. ]

Voici un dernier résultat (admis) important.
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Définition 3.2.11. Une fonction f est continue par morceaux sur un segment [a,b] s'il existe
une subdivision a < ag < -+ < a, < b telle que, pour tout 0 < ¢ < n — 1, la restriction de f a
la;, a;+1[ admette un prolongement continu & [a;, a;+1]. Une fonction f est continue par morceaux
sur un intervalle I elle est continue par morceaux sur tout segment inclus dans I.

Théoréme 3.2.12. Soit I un intervalle de R muni de sa tribu borélienne (qui est constituée

des intersections des boréliens de R avec I). Si f est continue par morceaux sur I, alors elle est
mesurable de (I,B(I)) dans (R, B(R)).

3.3 Approximation des fonctions mesurables

L’objet de ce paragraphe est d’établir un résultat d’approximation relativement élémentaire
mais fondamental pour la construction de l'intégrale de Lebesgue : toute fonction mesurable a
valeurs dans R est limite croissante de fonctions élémentaires, appelées fonctions étagées.

Définition 3.3.1. On notera M (resp. M. ) 'ensemble des fonctions mesurables (resp. mesu-
rables positives) sur (E,.A) a valeurs dans R (resp R ).

Définition 3.3.2. Une fonction mesurable sur (E,.A) a valeurs dans C est dite étagée si elle
prend seulement un nombre fini de valeurs distinctes. On notera £; (resp. £) l'ensemble des
fonctions étagées sur (E,.A) a valeurs dans Ry (resp. C).

Une fonction étagée ne peut prendre que des valeurs finies (dans C) contrairement aux
fonctions mesurables & valeurs dans R. Soit f une fonction étagée et n le nombre de valeurs
distinctes prises par f. Notons a1, ..., a, ces valeurs et posons, pouri =1...,n, 4, = {f = o }.
Alors les parties (A;) . Sont mesurables et f peut encore s’écrire

n
f = ZailAi.
i=1

Réciproquement, toute combinaison linéaire & coefficients réels ou complexes de fonctions carac-
téristiques d’ensembles mesurables est une fonction étagée. Remarquons de plus que les fonctions
étagées sur (F,.A) forment un espace vectoriel.

i=1,..

Théoréme 3.3.3. Soit f une fonction mesurable sur (E, A) a valeurs dans R,. Il existe une
suite croissante (fn),cn de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. De plus,
la convergence est uniforme sur tout ensemble B € A sur lequel f est bornée.

Démonstration. Pour n € Net k € {0,1,2,...,n2" — 1}, posons

k E+1
An:{fzn} et An,k:{2n§f< 2—; }

On définit alors la fonction f, par :
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Par définition, f,, est une fonction étagée positive telle que f, < f. D’autre part, on vérifie que
sixze Ay,

2%k 2% + 1
fn(x) S1 W < f(ﬂj’) < W
() = 1%kl 2k + 1)

f”(x) + on-+1 S1 on+1 < f(x) < on+1

De méme, si z € A,

n+1 si f(z)>n+1
frr(z) = I l I+1 i
n o s1n+2n+1§f(a:)<n+ﬁ,0§l§2" -1

Ainsi, pour tout n € N et tout x € E, f(z) < foy1(z) : la suite (f,) est croissante.

De plus, (A,),, est une suite décroissante d’éléments de A donc si x € Aj, , alors pour tout
n > ng, x € A ou encore

1
0< f(z) = fale) < 5

Ceci implique que (fy(z)),, converge vers f(z). Ainsi, la suite (f,,) converge sur I’ensemble U,, Af,
qui n’est autre que {f < 4+o00}.

D’autre part, si € {f = 400} alors, pour tout n € N, f,,(x) = n qui tend vers +oo quand
n tend vers +oo0.

Soit a présent B € A tel que f soit bornée sur B. Il existe n; tel que, pour tout z € B,

f(z) < ny. Alors BN A, =0 et ainsi,
1
Vn > nq, Vx € B, ()Sf(iv)—fn(x)gz—n.

La convergence est donc bien uniforme sur B. O

Corollaire 3.3.4. Toute fonction f mesurable sur (E, A) a valeurs dans R (ou C) est limite
simple d’une suite (fy,) de fonctions étagées a valeurs dans R (ou C).

Démonstration. Si f est & valeurs dans R, on peut I'écrire f = f+ — f~ avec fT = sup(f,0)
et f~ = —inf(0, f). Comme f* et f~ sont mesurables & valeurs dans R, il existe des suites
(gn) et (hy,) de fonctions étagées positives tendant simplement vers f* et f~ respectivement. La
suite (fy,), ou fn, = gn — hp, est formée de fonctions étagées et converge simplement vers f. Si f
est a valeurs complexes, on 1’écrira comme combinaison de ses parties réelle et imaginaire. [



Chapitre 4

Construction de l'intégrale de
Lebesgue

Dans ce chapitre, on se donne un espace mesuré (E, A, ). L’idée est de construire l'intégrale
pour des fonctions de plus en plus générales grace a des passages a la limite.

4.1 Intégration des fonctions étagées positives

Définition 4.1.1. Soit f une fonction étagée positive, prenant les valeurs distinctes aq, ..., u,.
On pose A; = f~'({ay}) pour 1 <i < n. On appelle intégrale de f par rapport a p, et on note
[ f du, le nombre fini ou infini (élément de Ry) défini par

[ £n=> a4,
=1

avec la convention usuelle en théorie de la mesure : 0 x oo = 0.

Proposition 4.1.2. L’intégrale de fonctions étagées positives vérifie les propriétés suivantes.

(i) Si f et g sont deux fonctions étagées positives et X € R, alors

/(Af+g)du=A/fdu+/gdu-

(i) Si f et g sont deux fonctions étagées positives telles que f < g, alors

/fdué/gdu-

Démonstration. Montrons la propriété (i) dans le cas on A = 1. Le cas général s’en déduit
immédiatement. Posons
n m
f:ZOKiIAq; et 9225j13j
i=1 i=1

19
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ou les (a;); (resp. les (B3;);) sont distincts. Notons 71,..., les valeurs (distinctes) prises par
f+get
Cr=(+9'{uh= U @nBy),

(1,5) €I,

ou I, = {(4,), o + Bj = i }. Puisque les ensembles (A4; N Bj); ; sont deux a deux disjoints,

w(Cy) = Z p(Ai N By).

On a donc par définition de l'intégrale de f + g

/f+g dp = Z%MCk = Z > (ai+ Bj)u(AiN By)

k=1 (i,j) €1}
= Z Z%M(Ai N Bj) + Z ZBjM(Az‘ N B;)
Pt j=1i=1

= > () + Y Bi(By)
i=1 j=1

= /_fd,u,—i-/gd,u,_.

Pour établir (i), il suffit d’appliquer (i), en remarquant que g— f est une fonction étagée positive,

pour obtenir
/fduﬁ/fdu+/(g—f)du=/(f+(g—f))du:/gdu-

Ceci acheve la preuve. O

Remarque 4.1.3. Soit la fonction f =), a;14, ol les (a;) ne sont pas nécessairement distincts
et les (A;) nécessairement disjoints. On a encore [fdu =, a;u(4;).

4.2 Intégration des fonctions mesurables positives

Définition 4.2.1. Soit f une fonction mesurable & valeurs dans R,. On appelle intégrale de f
par rapport & 4, et on note [ f du I'élément de Ry défini par

/fd,u:sup{/udu, u € &y telle queugf}.

Remarque 4.2.2. Si f est une fonction étagée positive alors les deux définitions de son intégrale
coincident car le supremum est atteint pour u = f.
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Proposition 4.2.3 (Croissance de U'intégrale). Pour toutes fonctions f et g mesurables positives

telles que f < g,
[ran< [oan

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 'inclusion
fueér, u<ftc{ueés, ulg}
et de la définition de I'intégrale. O

Voici le premier des grands théoremes d’intervertion limite-intégrale qui font toute la puis-
sance de la théorie de la mesure.

Théoréme 4.2.4 (de convergence monotone ou de Beppo Levi). Soit (fy), ey une suite crois-
sante de M. Alors f = lim, f,(= sup,, fn) est aussi dans M, et

/fdu: lim /fnd,u.
n—+o00

Démonstration. On sait déja que le supremum d’éléments de M est encore dans M d’apres
la proposition 3.2.9. Comme f, < f, on a [f,dp < [fdu. La croissance de l'intégrale assure
que la suite ([ f, dp),, est elle aussi croissante et donc convergente dans R;. On obtient donc

lirgn/fndug /fd,,u.

Démontrons I'inégalité opposée. Soit u une fonction positive étagée inférieure a f et A €]0, 1.
Posons
B ={z€FE, fu() > \u(x)}.

La suite (E,), ¢y de sous-ensembles de E est croissante au sens de l'inclusion. Soit 2 € E. Si
u(z) = 0 alors z € E,, pour tout n € N. Si u(z) > 0 alors

lim fo(z) = f(z) > u(z) > du(z),

et ainsi x € FE, pour n assez grand et donc U, FE, = E. D’autre part, par définition de FE,,
fn > Aulg, et donc, pour tout n € N, par croissance de l'intégrale,

/fn dp > /)\UlEn dp,

La fonction Aulpg, est étagée positive. On sait donc calculer son intégrale. Si u = Zle a;ly,

alors i .
/u du = Z aip(A;) et /ulEn dp = Z aip(A; N Ey).
i=1

i=1
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Or, pour tout i = 1,...,k, u(A;NE,) converge en croissant vers f1(4;), done, [ulp, du converge
vers [udu. On a donc établi que, pour tout u € €1 tel que u < f et tout A €]0, 1],

lim/fnd,uzlim)\/ulEndu:)\/ud,u.

On obtient donc, en faisant tendre A\ vers 1, que, I'intégrale de toute fonction étagée positive u
majorée par f est inférieure a la limite des intégrales des fonctions f,. Il en est donc de méme
pour l'intégrale de f :

/fd,u:sup{/ud,u, u € &y, telle queugf} §lim/fndu,

et ’égalité est donc établie. O

Corollaire 4.2.5. Si f et g sont deux fonctions mesurables positives, alors

/(f+g)du=/fdu+/gdu~

Démonstration. D’apres le théoreme 3.3.3, il existe des suites (fn),cy €t (gn) ey croissantes de
fonctions étagées positives qui convergent simplement vers f et g respectivement. Alors la suite
(fn + gn)nen est une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers
f + g. La linéarité de l'intégrale de fonctions étagées assure alors, pour tout n,

[t = [ans [onan

Le théoreme de Beppo Levi permet de conclure en passant a la limite. ]

Corollaire 4.2.6 (Intervertion du signe somme et du signe intégrale). Si (f,),cn est une suite
de fonctions mesurables positives, on a

/(éf) dﬂzg/fndﬂ,

Uégalité ayant lieu dans R .

, . n . . . .
Démonstration. Posons g, = Y ;o fr- La suite (gy),cy est une suite croissante de fonctions
mesurables donc on peut écrire

/ (g fn) dp = / (1im g,) dpx = tim / o di
-t 3 (faan) =5 ([

grace au théoreme de convergence monotone. O
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Exemple 4.2.7. Posons, pour n > 3,
T
Les applications (g,) sont continues par morceaux donc mesurables. Pour tout x € R, la suite

gn(x est croissante : c’est évident si z < 1 etsiz > 1, (14 2)” < (14 2)"tL. D’apres le
n>3
théoreme de convergence monotone,

)3 [ i) - /[1,+oo[;<1 L),

Par ailleurs, puisque 1 + z > 1,

o0 o0

DI T D e e e
- 3 - 3 1 2°

2 ray  (+aP2(tar (AtePl- L  (+a)

Enfin, pour A > 1, on a

/Aldx_ St I S O
p A+2)2 14z, 2 1+A4

‘oo 4 1
— _dr =i —— dr=-.
/1 Q22 " A5 ), Q122" 2

On a donc

En conclusion,
[e.e]

& T 1
Y dr =
;/1 @+1n ™ T 2

4.3 Intégration de fonctions mesurables

Définition 4.3.1. Une fonction f définie sur F a valeurs dans R ou C est dite intégrable (par
rapport & u) si elle est mesurable et si [|f]dp < +o0.

Nous noterons L} (1) (resp £{(u)) Pensemble des fonctions intégrables & valeurs réelles (resp.
complexes). Pour étre plus précis, nous utiliserons (en cas d’éventuelles confusions) les notations

Ly(E, A, p) et L&(E, A, ).
Remarque 4.3.2. Si f et g sont mesurables telles que |f| < |g| et g intégrable alors f est intégrable.

Proposition 4.3.3. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans R. Alors f est intégrable si
et seulement si f et f~ le sont.

Démonstration. Rappelons que f+ = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) = sup(—f,0). On a alors
fl=1"+F <, 1<l

La proposition découle de ces relations. ]
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Définition 4.3.4. Soit f € E]ﬁ(,u). On appelle intégrale de f, et on note [ fdu, le nombre réel

[ran=[5rau- [ dn

Remarque 4.3.5. On pourra noter encore

[£in= [ 1@ utds) = [ ) duo).
Il s’agit de notations dont aucune n’est ni plus ni moins arbitraire qu’une autre.
Proposition 4.3.6. L’ensemble Cﬂ%(u) est un espace vectoriel sur R et l'application qui a f
associe ff du est une forme linéaire sur cet espace. De plus, on a
(i) Uintégrale conserve la positivité (si f € L (u) et f >0, alors [fdu >0),
(ii) Uintégrale conserve les inégalités (si f,g € L (p) et f < g, alors [fdu < [gdp),
(iii) si f € Ly(n), |[fdu| < [1f]dp.
Démonstration. On sait déja que I'ensemble des fonctions réelles mesurables est un espace vec-

toriel sur R. De plus, si f,g € LL() et A € R, alors [Af +g| < |A|f] + |g]- On en déduit
que

Jins+ gl W [151dn+ [lgldn < +oc.

L’ensemble £} (1) est donc un espace vectoriel sur R.
Soient f,g € Li(p). On a

frg=U+9"=(f+9)"

frg=fr—f"+g" -9,
dou (f+9)"+f +9 = (f+9) + fT+g". On integre cette égalité par rapport a u en
remarquant que tous les termes sont des fonctions mesurables positives. Il vient donc

/(f+g)+du+/f_dﬂ+/g_duz/(f+g)_du+/f+du+/g+du.

Toutes ces quantités sont finies donc on obtient

/(f+g)+du—/(f+g)‘du=/f*du—/f_dwr/g*du—/g_du,

ce qui établit la linéarité de l'intégrale. On montre de méme que

Jondn=x [ tan

Pour prouver (i), on remarque que, si f € £&(u) est positive, alors son intégrale est celle qui
a été définie dans la définition 4.2.1. Elle appartient & R4. Le point (i7) se déduit du point (i) en
considérant la fonction positive et intégrable g — f. Pour montrer (7i7) on écrit tout simplement,

\/fdulz [rrau= [ an < [rrans [ du= [I71n

ce qui assure la commutation annoncée de la valeur absolue et de l'intégrale. O
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Définition 4.3.7. Soit f € ,C%:(u). On appelle intégrale de f, et on note [fdp, le nombre
complexe

[ fn= [Re(prdu+i [t(s)dn

Proposition 4.3.8. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans C. Alors f est intégrable si
et seulement si Re(f) et Im(f) le sont.

Proposition 4.3.9. L’ensemble E}C(u) est un espace vectoriel sur C et Uapplication qui o f
associe [ fdu est une forme linéaire sur cet espace. De plus,

‘/fdﬂlé/\f\dw

Démonstration. Soit a € C tel que /f du‘ =« /f dp. On peut toujours choisir o de module 1

et
’/fdu‘ — [afdn= [Re(@pydu-+i [tn af)au
[Jire @ du+ [l @pian < [lasidn= [171dn

IN

4.4 Mesures discretes

Soit (E,.A) un espace mesurable, (ay),cy- une suite de points de E telle que, pour tout
ke N, {ax} € Aet (ar)en- une suite de réels positifs. On définit une mesure y sur (£, A)

o0
= Z 0y -
k=1

Remarque 4.4.1. Cette application est bien une mesure (voir TD).

On souhaite étudier I'ensemble £!(11) et comprendre Uobjet [ f du pour f € L(u).

Proposition 4.4.2. Avec les notations du début du paragraphe.

(i) Soit f mesurable de (E, A) dans R. Alors, dans R, /f dp = Zakf(ak).
k=1

(ii) Une fonction f mesurable de (E,A) dans C est p-intégrable ssi Zak|f(ak)\ < +o0.
k=1

Dans ce cas, /f dyu = Zakf(ak).
k=1
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Démonstration. Démontrons le point (). On procede en trois étapes. Supposons que f = 14
avec A € A. Alors

[ Fan=ua) =3 antalan) = 3 ans(@)
k=1 k=1

Supposons & présent f étagée positive, alors f =" | 5;14,. Par linéarité de l'intégrale,

/f dp = Zﬁm(z‘li) = Zﬁi arly,(ag) = Zak ZBilAi(ak) = Zakf(“k’)'
i=1 1 k=1

=1 k= k=1 =1

Enfin, si f est mesurable positive, il existe une suite croissante de fonctions étagées positives
(fn)nen qui converge simplement vers f. Par le théoréme de convergence monotone,

[ £an=tim [ fudp=tim > anfulan) = 3 aplim fulw) = 3 anfla),
" " k=t k=1 " k=1

ce qui acheve la preuve du point (7). L’avant-derniere égalité ci-dessous provient du théoréeme de
convergence monotone pour la mesure sur (F,.A) donnée par

A=) op)da,

Démontrons a présent le point (i7). Soit f mesurable a valeurs dans C. Appliquons le point (7)
a|f|: f est p-intégrable ssi [|f|dp est fini c’est-a-dire ssi Y, x| f(ax)| est fini. Si tel est le cas,
on écrit

f=®Re f)" = [Re f)” +ilm f)T —i(Imf)".

Les quatre fonctions mesurables positives (Ref)",..., (Im f)~ sont intégrables par rapport a pu
(puisqu’elles sont toutes majorées par |f]). D’apres (i) et la linéarité de l'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. ]

Exemple 4.4.3. Soit p la mesure Bernoulli de parametre p €]0,1[ : = pd1 + (1 — p)dp. Alors,

V2

/l’/,t(déb) =0x(1—-p)+1xp et /cos(waz/él)u(dzn) =1 —p+p7.

Exemple 4.4.4. Soit u = 2, p(1 — p)*~15;. Alors f € L! si et seulement si

> 1)1 = p)F Tt < o0
k=1

et dans ce cas,

/f dp=">_ f(k)p(1—p)*".
k=1
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4.5 Mesures a densité

Etant donné un espace mesuré (E, A, ), on peut construire de nombreuses mesures & partir
de 1 comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.5.1. Soit (E, A, 1) un espace mesuré et g une fonction mesurable positive sur
(E,A). Soit v lapplication de A dans Ry définie par

v(A) Z/lAgduz/Agdu-

Alors v est une mesure sur (E,A).

Démonstration. On a évidemment v()) = 0. Soit (A,,) une suite d’éléments de A deux & deux
disjoints. Posons A = U, A,. On a

I/(A):/1Agdu:/ZlAngdu:Z/lAngdu:ZV(An),

grace au théoreme de convergence monotone. O

Définition 4.5.2. La mesure v est appelée mesure de densité g par rapport a p. On la note
souvent g.u. La fonction g est appelée la densité de v par rapport a pu.

Proposition 4.5.3 (Intégration par rapport a une mesure a densité). Avec les notations de la
proposition 4.5.1.
(i) Soit f une fonction mesurable positive sur (E, A). Alors, dans R, ,

[rav= [to)dn (4.1)

(ii) Soit f une fonction mesurable a valeurs complexes sur (E, A). Alors f est intégrable pour
v si et seulement si fg est intégrable pour u et on a alors

[rav= [to)dn

Démonstration. Pour démontrer le point (), on procéde en trois étapes. Si f =14 avec A € A,
la relation (4.1) découle de la définition de v. Si f est étagée et positive, I’égalité se déduit de
la linéarité de l'intégrale. Supposons enfin que f soit simplement mesurable et positive. Soit
(fn)pen une suite croissante de fonctions étagées et positives qui converge simplement vers f.
Par le théoreme de convergence monotone,

[ v =tim [ gdv =t [(19)dn = [(79)dn

Démontrons & présent le point (i7). Soit f mesurable a valeurs dans C. Appliquons le point (7)
a |f] : [ est v-intégrable ssi [|f]gdv est fini c’est-a-dire ssi fg est p-intégrable. Si tel est le cas,
on écrit

f=Re f)F —Re f)” +i(Im )T —i(Im f).
Les quatre fonctions mesurables positives (Re f)*,...,(Im f)~ sont intégrables par rapport & v
(puisqu’elles sont toutes majorées par |f|). D’apres (i) et la linéarité de l'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. O



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE L’INTEGRALE DE LEBESGUE 28

4.6 Intégration par rapport a une mesure image

Proposition 4.6.1 (Définition d’une mesure image). Soit (E, A) et (F,B) deux espaces mesu-
rables et v une application mesurable de E dans F. Soit p une mesure sur (E, A). L’application
v qui a B € B associe

v(B) = u(e~ " (B))

définit une mesure sur (F,B) appelée mesure image de p par ¢. On la notera jui,.

Démonstration. Comme ¢~1(0) =0, on a u(p=1(0)) = 0.
Soit (By),ey une suite d’éléments de B deux & deux disjoints. La suite (¢~ (B;)) est une
suite d’éléments de A deux & deux disjoints et ¢ =1 (UB,,) = Up~1(B,,) donc

V(UnBn) = u(¢™ (UnBy)) = i(Un™ ' (Bn)) = > _ (™ (Bn)) = Y v(Bu),

ce qui acheve la preuve. ]

Proposition 4.6.2. Avec les notations de la proposition 4.6.1.

(i) Soit f une fonction mesurable positive définie sur (F,B). Alors (I’égalité a lieu dans R.)

/Ffdwz/Efosodu- (4.2)

(i) Soit f une fonction mesurable a valeurs complezes définie sur (F,B). Alors f est intégrable
par rapport a pu, si et seulement si f o @ est intégrable par rapport a p. Dans ce cas,

/FdeZ/Efosadw

Démonstration. Démontrons le point (7) en trois étapes. Si f est la fonction indicatrice de B € B,
'égalité p,(B) = u(p~1(B)) qui définit la mesure image s’écrit encore

/leM@:/lw—l(B)d,u:/lBoapdu.
Y X X

Si f est étagée positive, la relation (4.2) se déduit du cas précédent par linéarité. Enfin, si f
est mesurable positive, d’apres le théoreme d’approximation 3.3.3, il existe une suite (fy),cx
croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. Alors (fy, o ),y est
une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f o . D’apres
ce qui précede, on a, pour tout n € N,

/fndﬂcp:/fnogpdﬂa
Y X

et I’égalité souhaitée est conséquence du théoreme de convergence monotone.
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Démontrons a présent le point (i7). Soit f mesurable a valeurs dans C. Le point (i) appliqué
a | f| montre que f est intégrable par rapport a pu, si et seulement si f o I'est par rapport a p.
Supposons donc f intégrable et écrivons alors

f=Re f)T = ([Re f)” +i(Im f)" —iIm f)~.

Les quatre fonctions mesurables positives (Re f)T,...,(Im f)~ sont intégrables par rapport a
e (puisqu’elles sont toutes majorées par | f|). D’apres (i) et la linéarité de I'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. O

4.7 Intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann

Rappelons brievement les principes fondamentaux de I'intégrale de Riemann.

4.7.1 Intégrale sur un intervalle compact

Soit f une fonction réelle bornée sur [a,b]. Soit ¢ : a =29 < 1 < -+ < Tpy1 = b une
subdivision de [a, b]. On appelle pas de la subdivision le nombre §(0) = maxj<p<pt1(Tkp —Tp—1)-
Posons

my = inf {f(t), t € [zk,xp41]} et My =sup{f(t), t € [zk, Tp+1]}-

Les sommes de Darboux associées a la subdivision o sont
n n
s(o) = g mg(zre1 — k) et S(o) = g My (xg+1 — xp).
k=1 k=1

Définition 4.7.1. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] s’il existe un nombre
réel I tel que les sommes s(o) et S(o) tendent vers I quand d(o) tend vers O :

Ve >0, In >0, Votq.d(o)<n, |S(o)—I<e et |s(o)—1I]<e.
Le nombre [ est alors appelé 'intégrale de Riemann de f sur [a,b] et on le note f; f(t)dt.

Considérons a nouveau la subdivision o et, pour tout k, choisissons & € [xg_1, zx|. La somme
de Riemann définie par o et £ = (§1,...,&,) est par définition

S(0,6) = > f&)(zr — wp).
k=1

Si f est intégrable au sens de Riemann, les sommes de Riemann convergent vers fab f(t) dt lorsque
0(o) tend vers 0, uniformément par rapport au choix de &. Plus précisément,

Ve >0, In >0, Vot.q.d(o)<mn, VEassociéao, |S(0,&)—1I<e.

Théoréme 4.7.2. Toute fonction f continue par morceaur sur [a,b] est intégrable au sens de
Riemann. De plus, si f est continue, la fonction x — F(x) = [*f(t)dt est dérivable sur [a,b]
de dérivée F' = f.



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE L’INTEGRALE DE LEBESGUE 30

4.7.2 Intégrale généralisée

Soit f : [a,b]— R, ou b peut étre égal & 400, localement intégrable au sens de Riemann;
c’est-a-dire intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle compact [a, c] C [a, b].

On dit que f admet une intégrale généralisée sur [a,b| si la fonction  — [ f(t) dt admet
une limite lorsque = tend vers b (avec x < b). On pose alors

/bf(t) dt= tim [ f(t)dt.

z—b_ J,

Dans ce cas, on dit encore que l'intégrale ff f(t) dt est convergente.

On dit que I'intégrale généralisée f; f(t) dt est absolument convergente si I'intégrale f;] f(t)|at
est convergente.

Remarque 4.7.3. La convergence absolue entraine la convergence, mais la réciproque est fausse
comme le montre ’exemple classique
00 -
sint
— dt.
1 t

4.7.3 Comparaison des intégrales de Riemann et Lebesgue pour une fonction
bornée sur un intervalle compact

Proposition 4.7.4. Soit f une fonction continue sur |a,b]. Alors si A désigne la mesure de

Lebesgue sur R, fli,y € LE(N) et
b
/Rl[mb]fd)\:/ f(t)dt.

Démonstration. 11 est clair que f1p,y est borélienne. Soit M = supyc(,y [f(t)]. La fonction f
étant continue sur le compact [a,b], M est un réel positif et

| Flap| < M1y € Lr(N),

ce qui assure que fly,y est Lebesgue-intégrable. De méme, pour tout z € [a, b], J1jgz) est
Lebesgue-intégrable. Posons F(z) = [ f 1(4,2) A et montrons que F' est dérivable en tout point
xg de [a,b] de dérivée f(xp). Soit h > 0. Comme

1[a,x0+h}f = 1[a,xo}f + 1}mo,zo+h]f7

on a
F(zo+h) — F(xg) 1

h = E /l]xo,x0+h}fd)\7

Flao + h]i “F) - ;/1]%@0%” — f(x0)) dA.

d’ou
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Soit € > 0. Puisque f est continue en x, il existe n > 0 tel que pour tout z tel que |z — zo| < 7,
on ait |f(zg) — f(x)] <e.S10 < h <n alors

F(CL‘O + h]zj — F(l‘o) B f(:l,‘o)

1
= h /El]xoyxmLh} dA =e.

Le cas h < 0 se traite de méme. Ainsi, F' est dérivable sur [a,b] de dérivée f. Comme F(a) =0
(car A({a}) =0), on a F(z) = [ f(t) dt pour tout = € [a,b] (et notamment pour z = b). O

Remarque 4.7.5. La proposition précédente s’étend facilement au cas d’une fonction f conti-
nue par morceaux. Elle conduit a noter f[a ] [ dz Vintégrale de Lebesgue [ f 14 dA (et méme

f: f(z)dz). Cette notation est souvent adoptée pour une fonction f intégrable au sens de Le-
besgue sur [a, b] sans hypothese de continuité.

Lorsque I'on sort du cadre des fonctions continues par morceaux, les liens entre intégrales de
Riemann et de Lebesgue sont assez subtils. Voici quelques résultats éclairants.

Il existe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue qui ne sont pas intégrables au sens
de Riemann. Par exemple la fonction f = 1gnp,] est intégrable au sens de Lebesgue et son
intégrale est nulle. En revanche, pour toute subdivision ¢ de [0, 1], on a S(c) =1 et s(o) = 0.

Les fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a, b] sont connues.

Théoréme 4.7.6 (Lebesgue). Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable au sens de
Riemann ssi il existe N C [a,b] de mesure de Lebesque nulle tel que f est continue en tout
x € [a,b]\N.

4.7.4 Intégrale de Riemann généralisée et intégrale de Lebesgue

Proposition 4.7.7. Soit f : [a,b[— R une fonction continue. Alors f1( € LL(N) si et seule-

ment st f;f(t) dt est absolument convergente et, dans ce cas, on a

/fl[a,b[ d\ = /abf(t) dt.

Démonstration. Supposons d’abord f positive. Soit (b,),cy une suite croissante de points de
[a, b] qui converge vers b. Pour tout n,

bn
/f]-[a,bn[d)‘ = f(t)dt.

En utilisant le théoréme de convergence monotone (pour 'intégrale de Lebesgue), on a

bn -
[ Franir= tim [ g an= tm [0 e R,

Or, par définition, f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si cette limite est finie,

donc si et seulement si f est intégrable au sens de Riemann. De plus les intégrales sont les

mémes.
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Dans le cas général, on sait que f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si
|f| Vest, donc si et seulement si ff f(t)dt est absolument convergente. Si c’est le cas, écrivons
f=ft—=f".0naft<|flet f~ <|f| donc f+ et f~ sont intégrables dans les deux sens et

/f*l[ayb[d)\:/abﬁ(t) dt, et /fl[ayb[d)\:/abf(t)dt,

d’ou le résultat par linéarité. O

Exemple 4.7.8. Soit f définie par f(z) = $1006_$1R+ (z). Démontrons qu’elle est intégrable
(pour la mesure de Lebesgue). La fonction f est continue sur R donc mesurable. De plus,

f(x) _ xlOOefz/Qefx/QlR_F (.%')

Par croissance comparée, z — 21%¢~%/2 converge vers 0 quand 2 — oo donc il existe M € Ry
tel que pour tout = > M, 0 < z'%~%/2 < 1. Ainsi, pour z > M, |f(z)| < e */2. Puisque f
est continue, elle est majorée sur le compact [0, M] par une constante K. On a donc, pour tout
x € R,

0 < f(z) < Kl () + e 1y 4 oof(@).

Le membre de droite est une fonction intégrable donc f I'est aussi.



Chapitre 5

Théoremes limites et applications

5.1 Lemme de Fatou

Dans le chapitre précédent, nous avons déja établi un théoreme limite fondamental : le
théoreme de convergence monotone (ou théoreme de Beppo Levi).

Théoréme 5.1.1. Soit (fy),cn une suite croissante de M. Alors f = lim,, f,, € My et

/fdu— lim /fnd,u.
n——+oo

Toutefois, I'hypothese de croissance, trés pratique puisqu’elle assure l’existence de la limite
dans R, est inadaptée dans bien des situations. Nous avons besoin d’un théoréme valable pour
une suite d’applications générique. Le prix a payer est que ’on ne sera plus assuré de 'existence
d’une limite. Par contre ’application liminf f,, est encore définie et c’est elle qui remplacera
avantageusement I'application lim f,.

Théoréme 5.1.2 (Lemme de Fatou). Si (fy,),cy est une suite d’applications mesurables posi-
tives, alors

/lim inf f,, dp < liminf /fn du.
n—oo n—oo
Démonstration. Posons g = liminf f,,. Par définition,

= lim inf f, = sup inf f;.
g n_>+ook2nfk n€§k> f

L’application g, = infg>, fi est une application mesurable positive et la suite (gn),cy converge
en croissant vers g. Le théoreme de convergence monotone assure donc :

lim [ g,dp= /liIr_1>inf fndu.

n—oo

D’autre part, pour tout n € N, g, < f,, d’o, par croissance de l'intégrale, [g,dp < [ fndp.
Le second membre de cette inégalité n’a pas nécessairement de limite mais sa limite inférieure

33
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existe toujours. On obtient donc par passage a la limite inférieure :

lim inf /gn dp < liminf /fn du.
n—oo n—oo

La limite inférieure du premier membre de l'inégalité ci-dessus est en fait une limite d’apres la

premiere partie de la preuve, qui n’est rien d’autre que 'intégrale de la limite inférieure de la

suite (fn),cn- Cette remarque acheve donc la preuve. O

Remarque 5.1.3. Un des intéréts pratiques du lemme de Fatou est le suivant. Si (fy),, est une
suite d’applications mesurables positives qui converge simplement vers une application f dont
I'intégrale vaut +oo, alors

n—o0

lim frndp = 4o00.
E

C’est le cas par exemple de la suite d’applications données par

xn

fn N e W1R+(a€)

5.2 Ensembles et applications négligeables

Définition 5.2.1. Soit (F, A, ;1) un espace mesuré.

(i) On dit qu’'une partie N de E est négligeable pour u (ou p-négligeable) s’il existe A € A
tel que N C A et u(A) =0.

(ii) On dit que la tribu A est compléete pour p si toute partie p-négligeable appartient a A.

Définition 5.2.2. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré. On dit qu’une propriété P sur E est vraie
presque partout (en abrégé p.p. ou u-p.p.) si 'ensemble des points de E ou elle est fausse est
négligeable.

Une application f définie sur E a valeurs réelles ou complexes est dite p-négligeable si { f # 0}
est négligeable.

Deux applications f et g définies sur F a valeurs dans un méme ensemble F' sont dites égales
presque partout si {f # g} est négligeable.

On dit qu'une suite (fy),cy de applications définies sur £ & valeurs dans C converge vers
f p-presque partout s’il existe un ensemble p-négligeable N tel que pour tout x ¢ N, on ait

limy, fn(2) = f(=).
Le lemme suivant est treés utile en pratique.

Lemme 5.2.3 (Inégalité de Markov). Soit f une application mesurable positive sur (E,A).
Alors pour tout A > 0, on a

1
W({f =\ < A/fdu.

Démonstration. 11 suffit d’intégrer la relation A1¢,>yy < f qui est vraie puisque f est positive.
O
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Proposition 5.2.4. Soit f une application mesurable de (E,A) dans R telle que [|f|du < +oc.
Alors f est finie u-presque partout.

Démonstration. En effet, pour tout n, on a

V1= 152 ) 2 (1] = +o0)).

Comme [|f|dp est fini, en faisant tendre n vers +oo, on obtient u({|f| = +oo}) = 0. O

Remarque 5.2.5. La réciproque de cette proposition est fausse : 'application constante égale a
1 est finie A-p.p. mais n’est pas intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 5.2.6. Soit f une application mesurable sur (E, A) a valeurs complexes. Alors f
est négligeable si et seulement si [|f]dp = 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que f est négligeable. Comme min(|f[,n) < nlgs.g,
on a

/MMUWUWSnMU#ODZQ

d’ott [min(|f],n)dp = 0 pour tout n. D’apres le théoréme de convergence monotone, on a alors

/md”_ /h}flmin(’f\:n) dﬂ_hﬁn/minﬂf””) dp = 0.

Réciproquement, supposons que [|f|du = 0. Alors, pour tout n > 1, on a

w({in=5}) < fi1au-o

L’ensemble {|f| # 0} s’écrit donc comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle :

ﬂf%%zU{mzi}

n>1
Il est donc également de mesure nulle. O

Proposition 5.2.7. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.
(i) Soit f et g deux applications mesurables positives telles que f < g presque partout. Alors
[fdu< [gdp.
(ii) Soit f et g deux applications mesurables positives telles que f = g presque partout. Alors
[fdp= [gdp.

(iii) Soit f et g deux applications mesurables complexes telles que f = g presque partout. Alors
[ est intégrable si et seulement si g lest et, dans ce cas, [fdu= [gdu.
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Démonstration. Pour prouver (i), on écrit

f=Typ<gr + flpsgy

que l'on integre par rapport a p :

/fdﬂ: /fl{f<g} dﬂ+/f1{f>g} dp.

Par hypothese, 1, est négligeable donc son intégrale est nulle. On a donc

/fd# = /fl{fgg} .
/ gdp = / Lis<gy dpt-

Pour conclure, il suffit de remarquer que flyr<,1 < glys<gy. Le point (i7) se déduit de (i) par
symétrie entre f et g.

Démontrons (i7). Si f = g p-p.p., alors |f| = |g| p-p.p., dou [|f|du = [|g|dp par (ii). Par
conséquent f € L{(u) si et seulement si g € L{(p). On obtient la conclusion par égalité y-p.p.
des parties positives et négatives des parties réelles et imaginaires et en appliquant (7). ]

De méme, on voit que

5.3 Théoreme de convergence dominée

Théoréme 5.3.1 (de convergence dominée). Soit (fn),cn une suite d’applications mesurables
sur (E,A) a valeurs dans R ou C telle que :

(1) (fn)pen converge p-presque partout vers une application f mesurable,

(ii) il existe une application g positive appartenant o Lk(p) telle que
Vn =1, |fu(x)] < g(x) p—pp

Alors les applications (fn),cy et f sont intégrables et
Jim /fn dp = /fdu-

Démonstration. Supposons tout d’abord que la convergence de (fy),cy vers f ait lieu partout
et que les inégalités (i7) soient vraies pour tout x € E. Posons g, = 2g — | f, — f|. Alors (gn)
est une suite de applications mesurables positives, et d’apres le lemme de Fatou,

On a méme lim,, [ |f, — f|dp = 0.
neN

2/gd,u:/liminfgndpgliminf/gnd,u:2/gd,ulimsup/|fnf|d,u.
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Puisque [gdu < +o0, on voit que limsup,, [|f, — f]dp < 0. On en déduit donc que

lim /]fn—f]duzo.
n——+00
Il en résulte que [fdp =lim [ f, dp.

Passons a présent au cas général. Soit N € A tel que, si x ¢ N, lim, f,(z) = f(z) et
u(N) = 0. Choisissons de plus, pour tout n € N, un ensemble N,, € A tel que si z ¢ N,
|fn(x)|] < g(x) et u(E,) = 0. Posons M = N U (U,N,) € A. On a encore u(M) = 0. Posons
hy, = fnlae et h = flpe. On a, pour tout x € E et tout n,

lim hp(x)=h(z) et |hy(z)| <g(z).
m——+00
La premiere partie de la preuve assure donc que lim [|h,, — h| dp = 0. Pour conclure, il suffit de
remarquer que h, = f, u-p.p- et h = f u-p.p. O

Exemple 5.3.2. Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général suivant :
n n
I, = / (1 + E) e 2% dr.
0 n

x

fo(z) = <1 + E)nefhl[()’n] (x).

Posons, pour x € R,

Puisque
(1 N E)n _ enln(l—i-x/n) _ en(m/n+o(1/n))7
n

Jn(z) —— f(z) = e "1g, ().

n—oo

De plus, pour tout u > —1, In(1 +u) < u donc f,(z) < f(x) pour tout = € R avec f intégrable.
Le théoreme de convergence dominée assure donc que

lim [, = lim [ f,(x)dx = / f(z)dx = 1.
R

n—o0 n—oo R

Exemple 5.3.3. Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général suivant :

"
Ip = ——dx.
n /ﬂ{+1+l’n+2 Xz

Posons, pour x € R,
n
x

gn(x) = T o2 1R (2).
On a ) .
lim g,(z) = 51{1}(33) + ?111’+00[(x).

n—oo
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De plus,
1
190 (2)] < Ljo,17(2) + 511, 4o0f () € LY.

Cette majoration a été obtenue ainsi : sur [0, 1], g,(z) est majorée en majorant le numérateur par
1 et en minorant le dénominateur par 1 également ; pour z > 1, g,(x) est majorée en minorant
le dénominateur par 2"*2. On a donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

1
lim J, = lim [ gy(z)dx = / ﬁl]l,Jroo[(x)da; =1

n—oo n—oo R

Exemple 5.3.4. Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général suivant :
cos(z/n
m—/ coste/n)
R+ ]. + X

cos(z/n)
1+ an

Posons, pour x € R,

hn(x) = 1r, ().

On a 1
lim hp(z) = 1p,(z) + 51{1}(@

n—oo

et, pour n > 2,

|hon ()] < 10,11 () + 111, 4oof(2) € L.

1+ 22
Pour z > 1, la majoration de |h,(x)| ci-dessus est obtenue en majorant |cos(z/n)| par 1 et en
minorant 1 + 2" par 1+ 22. On a donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

lim K, = lim [ h,(x)dz = /1[071] (z)dr = 1.
R

n—o0 n—oo
Exemple 5.3.5. Pour n € N*  notons f,, 'application définie par

nsin(z/n)

fa(@) = =511 4oo[ (2)-
Pour tout z € R, on a
i 1
nh_{go fn(z) = ﬁ1[1,+m[(x)

car sin(u) ~q u. D’autre part, |sin(u)| < |u| pour tout u € R donc

1
|[fa(@)] = 311, +ool(z) € L
D’apres le théoreme de convergence dominée, on obtient

R e R
n—oo Jq x 1 x
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Corollaire 5.3.6. Soit (fy),cy une suite d’applications mesurables sur (E, A) a valeurs dans
R ou C telle que Y-, [|faldp < +00. Alors les applications (fn),cy sont intégrables, la série
S fa converge p-p.p. et il existe f € L1(p) telle que

f=ifn p—D-p-s nlggoff—éfk dp =0, /fdu:nil/fndu.

Démonstration. Posons g = Y - |fn|. D’apres le corollaire 4.2.6 (intervertion série-intégrale
pour des applications positives),

/gdu=Z/|fn|du< +o0.

n>1

L’application g étant intégrable, elle est finie p-p.p. Posons

+o0
N = {x €E, Z|fn(af)] = —i—oo}.
n=1

C’est un ensemble négligeable de A, et si x ¢ N, la série Y f,,(z) est absolument convergente,
donc convergente. Posons alors

+00
fa) = nzz:lfn(x) sixz ¢ N,
0 six € N.

Cette application est mesurable comme limite simple de la suite (1ye Y p_; fx) d’applications

mesurables. De plus, comme

neN

+oo
Vo e N [f(@)] <) |fal)] = g(@),
n=1
et comme g est intégrable, f l'est aussi et on a

/fldué/gduzg/!fnmﬂ.

Enfin,

n +o00
dp = /1ch_kadN:/1Nc ka
k=1 k=n+1

+o0 +o0
< > [wednldns Y [findan

dp

/|f—kz:1fk

Par hypothese, le membre de droite tend vers 0, ce qui acheve la preuve. ]
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5.4 Intégrale dépendant d’un parametre

Théoréme 5.4.1 (continuité d’une intégrale & parametre). Soit (E, A, u) un espace mesuré,
(G, d) un espace métrique et f une application définie sur E x G, d valeurs réelles ou complezes.
On suppose que
(i) pour p-presque tout x € E, Uapplication t — f(x,t) est continue sur G,
(ii) pour tout t € G, Uapplication x +— f(x,t) est mesurable sur (E,A),
(iii) il existe une application g sur (E,A) intégrable telle que pour tout t € G, on ait

[flz, ) < g(z) p-p.p.
Alors Uapplication F : t — [ f(z,t)u(dx) est définie et continue sur G.

Démonstration. Pour tout ¢t € G, 'application = — f(x,t) est p-intégrable et F' est donc bien
définie sur G. Soit t € G. Montrons que F' est continue au point t. Comme G est un espace
métrique, il suffit de montrer que si (t,),cy est une suite de G' qui converge vers ¢, alors la
suite (F(ty)),cn converge vers t. Notons f,, 'application définie sur E qui a tout 2 € E associe
fn(x) = f(z,t,). La suite (fy), ¢y satisfait aux hypotheses du théoreme de convergence dominée,
d’ou la conclusion. ]

Théoréme 5.4.2 (dérivabilité d’une intégrale a parametre). Soit (E, A, u) un espace mesuré, I
un intervalle ouvert de R et f une application définie sur £ x I, a valeurs réelles ou complezes.
On suppose que
(i) pour p-presque tout x € E, Uapplication t — f(x,t) est de classe C* sur I,
(ii) pour tout t € I, lapplication x — f(x,t) est u-intégrable,
(iii) il existe une application g sur (E,A) intégrable et positive telle que pour p-presque tout
r € FE, on ait
of

— < .
Wef,]agaw]_am

Alors, Uapplication F : t v [ f(x,t)u(dz) est de classe C* sur I et

of

(2, t)pu(d).
Démonstration. Par hypothese, il existe un ensemble de mesure nulle N € A tel que si x ¢ N,
la dérivée partielle %(x, t) existe pour tout point t € I et

0
0] < 900
11 en résulte que = — %(w, t) est p-intégrable pour tout ¢ € I.

Etudions la dérivabilité de F en t € I. Soit (tn,) une suite de I qui converge vers t avec t,, # t
pour tout n. D’apres le théoréeme des accroissements finis, on a, si © ¢ N,

of

) = £ < = thsup | 2L 0.0)] < o~ (o)
tel |OC
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On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (hy,),, oy olt I'application
h, est définie sur F par
f(z,tn) — f(=,t)

in() = t—t

Cette suite (hy),cy converge simplement sur £\ vers I'application z 8f +(x,t). Cette appli-
cation est donc p-intégrable. De plus, on a

o7 t) p(dx) = lim /f © tt — — @t wu(dz) = lim M

E (LL’, n—o0 t n—o0 t, —t

Il en résulte que F est dérivable en t de dérivée

70 = [ e t) ).

La continuité de I’ découle du théoreme 5.4.1. O

Remarque 5.4.3. 1l faut toujours bien faire la différence entre la variable d’intégration et le
parametre : dans ’expression
— [ . dutt)

la variable d’intégration est t et le parametre est x.

Exemple 5.4.4. Pour tous z,t € [0, 400[, on pose

top) —
fto) =175 1+t2

Pour tout x > 0, t — f(t, ) est continue sur Ry et équivalente en 400 a t~%/2. Elle est donc
intégrable. Soit M > 0. Pour tout z € [0, M],

0 < f(t,a) < f(M,a).

De plus, pour tout t > 0, x — f(t,x) est continue sur R. Ainsi, F' est continue sur [0, M].
Puisque ceci est vrai pour tout M > 0, F' est continue sur Ry . De plus, z — f(t,x) est dérivable

et of t - 1
200 = sar eyt

of \ 1
0 5, (b0 Sglt) ob glt) = p

L’application g est continue sur R et équivalente & 1/(2t°/2) en +o00 et & 1/(2v/1) en 0. Elle est
donc intégrable. Ainsi, F' est dérivable et

Pour tout z > 0,

o 1
Fiz) = /R+ SN T
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Exemple 5.4.5. Posons, pour ¢,z € R4,

f(t,x)z(sm(m)>2em ot F(t)= [ f(t z)dz.

X Ry

Pour tout « > 0, 'application ¢ — f(¢,x) est continue. Pour tout ¢ > 0, Papplication = — f(t,x)
est continue donc mesurable. Enfin, pour tout ¢t > 0,

1

. 2
sm(ﬂ) <1y q(z) + ﬁlR+ (x)

T

f(t0)] < (

et ce majorant est intégrable. L’application F' est continue sur R .
Soit £ > 0. On applique le théoréme de dérivation deux fois sur |e, +00[. Outre les hypotheses
établies ci-dessus, ¢ — f(t,x) est de classe C? sur R. De plus, pour tout ¢ > ¢,

g{@?x)‘ _ '_sini(x) ot

et ce majorant est intégrable. De méme,

T —EX

< zxe

0% f
@(tv :C)

= ’sin2(x)e_m‘ <e

et ce majorant est intégrable. L’application F est donc de classe C? sur |e, +oo[ pour tout & > 0
et donc sur RY et

.2
F'(t) = —/ e () e dr et F"(t) :/ sin?(z)e " dz.
Ry Ry

T

On utilise alors la relation classique
1 1
sin?(z) = 573 cos(2x).
On obtient

1 1

F'(t) = / e dx + / cos(2x)e " dx
2 Ja 2 Je,
1

+
1 t
t

1
it ¥e g

[\

On peut déterminer F' en intégrant deux fois F” et en utilisant que F’ et F' tendent vers 0 en
+00...

Exemple 5.4.6. Posons, pour ¢,z € R,
—xt?

e efxtQ
fen =1 o o= [
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Pour tout t € Ry, x — f(t,x) est continue et pour tout x € R4, on a

1
1+t

0< f(t,x) <

Ce majorant est intégrable. La fonction F' est continue sur Ry. De plus, pour tout ¢t € R,
x +— f(t,x) est dérivable et pour tout = > ¢, on a

of
azte)

2
_ t efzt2 —et?
1422 -

et ce majorant est intégrable. L’application F' est donc dérivable sur |e, +00] et

t2
Fl'(z) = —/ e s
Ry

Ceci est encore valable sur R* . On a, pour z > 0,

F(a) - F'(z) = / A / e du= YT
Ry VT R,

L’application F' est continue sur R;. On a donc

Par ailleurs,

= 1 u? 2
Fl(a) "2 e gy,
(=) T Jr, 14—u2/91:6 "

Par convergence monotone, pour toute suite croissante (:pn)n qui tend vers 400, on a

2
I(z,) = S N u2e " du = ﬁ
1 2
R, 1+u?/z, z—too Jp, 4

En d’autres termes, I(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +oc. On a donc
2yx  dxy/x

En résumé, F' est continue et décroissante sur Ry. Elle vaut 7/2 en 0 mais n’est pas dérivable
en ce point puisque F'(z) est équivalente & —y/7/(4x). Enfin, F tend vers 0 en +o0o comme

v/ (4x).

Exemple 5.4.7. Posons pour t,x € R

f(t,x):cos(tm)e_$2 et F(t):/Rf(t,x)dx.
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L’application (t,z) — f(t,x) est de classe C* et, pour tout ¢ € R,
[f(t,2)] < e e L)

L’application F' est donc continue sur R. De plus,

of
e

. _ 2 _ 2
= ‘xsm(mt)e Tl <ze™™ € L],

L’application F' est donc dérivable sur R et

F'(t) = —/ sin(zt) ze ™ da.
R

Grace a une intégration par parties, on a pour a < b
b

b b
1 1
—/ sin(xt) ze " dy = [sin(xt)ze:’“”Q] —/ t cos(xt) §e*xzda¢

a
En passant a la limite, on obtient

Fl(t) = —%F(t).

De plus, F(0) = /7. Cette équation différentielle admet une unique solution :

F(t) = e A,

Exemple 5.4.8 (Transformée de Laplace). Soit p une mesure sur R telle que z — e** soit p
intégrable pour tout o € R. On note
L(a) = / e“du(x).
R
On applique le théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre sur Uintervalle I = [—-M, M] :

pour tout a € I,

ax

et = et < [l 4 [oe e

L’application du membre de droite est intégrable. En particulier, la dérivée seconde de L vaut

L(a) = /Ra:Qe‘”d,u(x) > 0.

=

L’application L est donc convexe sur R. Voici deux exemples de transformées de Laplace ex-
plicites. Si p est la mesure de densité x — 1jgj(z) (par rapport a la mesure de Lebesgue)

alors .

1
L(t):/emdu(x) :/eml[oyl](x)d:c:/ etvdy = &
R R 0 t

Sip=e! ano(n!)*lén est la mesure de Poisson (de parametre 1),

pour t € R.

1
L(t) = / e du(x) = Zet"—' =1 pourteR.
R >0 n:
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Exemple 5.4.9 (Fonction Gamma). Pour tout s > 0, on pose

+o0
['(s) :/ ¥ e dx.
0
Soit 0 < a < 1 < b. On a la majoration suivante :
|ln(m)":rs_1e_r‘ < lln(m)]”x“_le_xl]o,l] (x) + |ln(x)]"mb_le_xl}lﬁroo[(x).
Le membre de droite est une application intégrable. La fonction I est de classe C* sur |0, +o0[

et
+oo
™ (s) = / In(z)"z*te ®dzr pour s > 0.
0

5.5 Transformée de Laplace

Cette section propose une étude détaillée de la transformée de Laplace d’une mesure de pro-
babilité dont un cas particulier est donné dans ’exemple 5.4.8. Soit 1 une mesure de probabilité
sur R. On pose

L(t) = / e u(dz) € [0,4+00], pourt € R.
R

Notons
D,={teR : L(t) < +oo}.

Remarquons tout d’abord que L(0) = [ u(dx) = p(R) = 1. On a toujours 0 € Dy,. Si p est la
mesure de densité  — (7(1+22))~! alors D, = {0}. L’exemple 5.4.8 présente des mesures pour
lesquelles D,, = R.

Lemme 5.5.1. L’application L est convexe, D, est un intervalle de R.

Démonstration. Soit t € R, I'application z — e'* est convexe. Donc, pour 21,22 € Ret a € [0,1],
on a
et(aatl-i—(l—a):cg) < el + (1 _ Oz)etm.

En intégrant cette inégalité par rapport a p, on obtient
L(azy + (1 — a)ze) < aL(zy) + (1 — a) L(x2).

La transformée de Laplace L est donc convexe. De plus, si 1 et 23 sont dans D,, alors c’est aussi
le cas de axy + (1 — a)zo. Ceci assure que D,, est un intervalle de R. O

Lemme 5.5.2. L’application L est de classe C*° sur l'intérieur de D,,.

Démonstration. Soit so < s1 dans 'intérieur de D,,. Montrons que L est de classe C* sur |sg, s1][.
I1 existe tg et t; dans I'intérieur de Dy, tels que tg < sp < s1 < t1. Alors, pour tout ¢ €]sg, s1], et
tout n € N, on a
t _ o, —(ti—t)z t —(t1— t
}a:"e $‘1R+(a:) = ge itz ghe < gne—(h—s1)z gha
=fi(z)  gi(z)
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L’application f; est continue et tend 0 quand x tend vers +oo. Elle est donc bornée sur R par
une constante M;. L’application f; est intégrable sur R donc sur R;. De méme, on a

’xnetz‘lR (l‘) _ |I‘n‘6_(t0_t)r€t0$ < |xn|€—(t0—so)m etoz )
_ >~
=fo(x)  90(z)

L’application fy est continue et tend 0 quand x tend vers —oo. Elle est donc bornée sur R_ par
une constante My. L’application fy est intégrable sur R donc sur R_. En conclusion, on a

sup |2"e"(z)| < g(x) ou g(x) = Moe"1g_(x) + M1e""1g, (z)
tE]So,Sl[

avec g intégrable. O
Lemme 5.5.3. L’application L est log-convezxe, c’est-a-dire que In(L) est conveze.

Démonstration. Soit t dans l'intérieur de D,,. Les deux premieres dérivées de In(L) au point ¢
sont données par

/ " T2
In(L)/(t) = é((f)) et In(L)'(t) = = (t)L(Ltzt) L@)”

Or, on a, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir la remarque 5.5.4) appliquée & x — xe!®/2

et z s el®/2,
2 2
L'(t)? = </R azemdu(x)) = </R xetm/2em/2du(a:))

< ([reaua)) ([ anten)

< L"(t)L(t).
Ainsi, la dérivée seconde de In(L) est positive. Cette application est donc convexe. O

Remarque 5.5.4. L’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée ci-dessus s’écrit : pour toutes applica-
tions f et g telles que f? et g2 sont u-intégrables,

(o) = () (o),

Elle se démontre en remarquant que, pour tout a € R, on a

OS/(f+ag)2du=/fzdu+2a/fgdu+a2/gZdu-
R R R R

Ainsi, le discriminant de ce polynéme de degré 2 avec au plus une racine réelle est négatif :

e o) () [

ce qui démontre 'inégalité.
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5.6 Un premier contact avec la transformée de Fourier

La notion de transformée de Fourier d’une application intégrable pour la mesure de Lebesgue
ou d’une mesure finie joue un role essentiel en analyse et en probabilités. Nous présentons ici
quelques unes de ses propriétés et quelques exemples de calculs.

5.6.1 Transformée de Fourier d’une application

Définition 5.6.1. Soit f € £,()). La transformée de Fourier de f est définie sur R par

f(t) = /R f(@)e'™ A(dz).

Remarque 5.6.2. Comme ‘e“‘”‘ =1, x — e f(x) est Lebesgue intégrable si et seulement si f
lest.

Remarque 5.6.3. Par définition de I'intégrale d’une application a valeurs complexes, on a aussi :

f(t) = /Rcos(tm)f(a:) A(dx) +i/Rsin(t37)f(:z:) A(dx).

Si f est paire alors

A~

it =2 /[0 sl ) M),

et en particulier, la partie imaginaire de f (t) est nulle. De méme, si f est impaire alors
flt) = Zi/ sin(tx) f(x) A(dx),
[0,400]

et en particulier, la partie réelle de f (t) est nulle.

Les théoremes sur l'intégrale a parametre permettent de montrer immédiatement le résultat
de dérivabilité suivant.

Proposition 5.6.4. L’application f est continue sur R. De plus, si x — xf(x) est intégrable
sur R alors f est dérivable sur R et

) = /R ize™™ f(z) A(dx).

Exemple 5.6.5. Soit fi(z) = e™"1(,50y. Alors

Filt) = [ e gy M) = [ 070 A

R+

+00 .
L’intégrale (au sens de Riemann) généralisée / e~ (1717 o est absolument convergente donc :
0

) +oo )
/ e—(l—zt)x )\(d!L‘) _ / e—(l—zt):v dz.
Rt 0
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—(1—it)x

La dérivée de © — ——— est 'application x — e (
-1+t

0 quand x tend vers I'infini. Donc

=)= D¢ plus, ‘e—(l—it)w‘ = e " tend vers

e—(1—it)x A 1

BT
0

A
¢ S H —(1—it)z _ 7
h (t) ALHEOO 0 © du Agl}rloo

-1+t

On en déduit donc que f(t) = pour tout t € R.

1—it
Exemple 5.6.6. Soit & présent fo(z) = e~ 12l D’apres la remarque 5.6.3 et le calcul précédent,

faolt) = 2/[0+ [cos.(tau)e_‘”| Adx) = 2/ Re (€)™ \(dx)

[0,400[
2

1+t2

= 2Re / e~ (1712 X(dz) = 2Re fi(t) =
[0,+00]

Théoréme 5.6.7. Soit f3 définie sur R par f3(x) = 1/(1 + z?). Alors
f3(t) = e MM pour t € R.

Remarque 5.6.8. Remarquons que fg n’est pas dérivable en 0, ce qui n’est pas contraire aux
conclusions de la proposition 5.6.4 puisque x — x/(1 4 x2) n’est pas A-intégrable sur R.

Remarque 5.6.9. Les calculs ci-dessus montrent que fg(t) =27 fs et fs (t) = 27 f3. Nous tirerons
ceci au clair plus tard.

Exemple 5.6.10. Soit f 'application définie sur R par f(z) = e~ Puisque f est paire, on a

f(t) :/Rcos(tx)e_ﬁdx.

D’apres 'exemple 5.4.7, on obtient

A~

f(t) = Ve A,

5.6.2 Transformée de Fourier d’une mesure finie

Définition 5.6.11. Soit x4 une mesure finie sur R. La transformée de Fourier de u (on parle
encore de fonction caractéristique de p) est I'application notée ¢,, définie sur R par

VteR, put) = /eim w(dz).
R

Remarquons tout de suite que si p admet f (supposée positive) pour densité par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R, alors p est finie si et seulement si f est A-intégrable et f = ¢,. En
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particulier, la proposition 5.6.4 s’étend a toutes les mesures finies : ¢, est continue sur R et si
x — x est p intégrable, ¢, est de classe C Lsur R de dérivée

@, (t) = /Rixeit” p(dr).

En particulier, ¢,(0) = i/x,u(dm).
R

Exemple 5.6.12. Donnons quelques exemples de fonctions caractéristiques de mesures discretes
classiques.

1. Si py = (1 — p)do + pdi, avec p € [0,1] alors ¢, (t) = pe” +1 —p.

2. Sips =300 (1)PF(1 — p)" 6k, avec p € [0,1], alors ¢, () = (pe' +1 —p)".
+o00 Oék

3. Sivy = Ze_aﬁék, avec a > 0 alors ¢, (t) =€
k=0

a(eit—l).

Remarque 5.6.13. On peut utiliser le théoréme de dérivation de Lebesgue pour calculer 'intégrale
de V’application x +— x en évaluant la dérivée de la transformée de Fourier de p. On peut aussi
obtenir ces résultats par un calcul direct mais un peu plus pénible :

/J; w1 (dx) = p, /:c p2(dx) = np, /a: Vo(dz) = .

Remarque 5.6.14. Les relations @), = ¢, et ¢y, = ¢, ne sont pas des coincidences. Il faudra
faire un peu de probabilités pour le comprendre...

Exemple 5.6.15 (Transformée de Fourier de la mesure gaussienne standard). Pour ¢ € R,
notons

o(t) Z/eme_xz/Qda:.
R

Comme D'application z — e~ /2 est paire, I'application ¢ est a valeurs dans R et est paire. Le

théoreme de dérivation d’une intégrale a parametre assure que
g a2
o' (t) = / et re™ 2 dy.
R

Une intégration par parties implique que ¢'(t) = —tp(t). Comme ¢(0) = 1, on en déduit que
—t2/9
p(t) =e /2



Chapitre 6

Intégrales multiples

Est-il possible de construire une mesure sur 1’espace mesurable (E x F, A® B) qui affecterait
aux rectangles A x B la mesure p(A)v(B)? Si p et v étaient toutes deux la mesure de Lebesgue
sur R, répondre a cette question donnerait un sens mathématique a la notion intuitive d’aire.
Si une telle mesure existe, est-elle unique ? Nous pourrons apporter une réponse positive & ces
deux questions dans le cas ou les deux mesures sont o-finies.

Nous étudierons dans son ensemble la preuve de 'existence et 'unicité de la mesure produit.
Elle présente 'avantage d’étre constructive et nous sera utile pour la suite. L’unicité de la mesure
s’établit de maniere similaire a celle de la mesure de Lebesgue sur R que nous avons admise au
chapitre 2. La preuve de 'existence se fait quant a elle beaucoup plus facilement.

Dans un deuxieme temps, nous étudierons les propriétés de I'intégrale par rapport a la mesure
produit ¢ ® v en faisant notamment le lien avec les intégrales par rapport aux mesures u et v.
Les théoremes de Tonelli et Fubini joueront ce role, le premier pour les fonctions mesurables
positives, le second pour les fonctions intégrables a valeurs dans C.

Nous énoncerons le théoreme de changement de variables pour l'intégrale de Lebesgue sur
R? et nous rencontrerons & nouveau a cette occasion la notion de mesure image qui jouera un
tres grand role en probabilités.

6.1 Mesures produit

Rappelons qu'une mesure sur (£, A) est dite o-finie s’il existe une suite croissante (Ey),, ¢y
d’éléments de A telle que p(Ey,) est finie pour tout n € N et E soit la réunion (croissante) des
ensembles (E,), cy. On dit alors que (E, A, i) est o-fini. Par exemple, la mesure de Lebesgue
sur R est o-finie (on peut prendre E,, = [-n,n]) tandis que la mesure de comptage sur [0, 1] ne
I’est pas.

Soit a présent (F, A, u) et (F,B,v) deux espaces mesurés o-finis. On dispose déja d’une tribu
naturelle sur E x F' construite a partir de A et B : la tribu produit A ® B. Rappelons que la
tribu produit est la tribu engendrée par la famille R des rectangles de A x B, c’est-a-dire par
I’ensemble des parties F x F de la forme A x B avec A € Aet B € B.

Soit C' un élément de A ® B. Nous allons étudier les propriétés des opérations découpage en
tranches horizontales et verticales.

20



CHAPITRE 6. INTEGRALES MULTIPLES 51

Lemme 6.1.1. Si C € A® B, notons
Co={yeF (z,y) eC} et CY={x€kE, (v,y) €C}
les sections verticale et horizontale. Alors, pour tout x € E et tout y € F', C,, € B et CY € A.
Remarque 6.1.2. Si C et D sont des éléments de A ® B alors
(Cp)¢ = (C%,, CrUD,=(CUD), et C,ND,=(CND),.
Il en est de méme avec les unions et intersections dénombrables.

Preuve du lemme 6.1.1. Soit C 'ensemble des parties C' € A ® B telles que, pour tout = € F et
tout y € F', C, € Bet CY € A. 1l est clair que C est une tribu. Pour achever la preuve, il reste a
remarquer que C contient les rectangles C' = A x B. C’est le cas puisqu’alors, pour tous x € F

ety € F|,
B sizc A A siyeB
Cp = MEEL B ot oY= BYEE ca
0 sizgA 0 siy¢B
Ainsi, C est une tribu qui contient les rectangles : elle contient donc la tribu produit A ® B.
L’inclusion inverse découle de la définition de C. O

Théoréme 6.1.3. Soit (E, A, u) et (F,B,v) deuzr espaces mesurés o-finis.
(i) 1l existe une unique mesure m sur (E x F, A® B) telle que, pour tous A € A et B € B,

m(A x B) = u(A)v(B),

avec la convention 0 X +0o0 = 0. Cette mesure est o-finie. On la note généralement u & v
et on appelle mesure produit de u et v.

(i) Pour tout C' € A® B, les applications x — v(Cy) et y — u(CY) sont respectivement
A-mesurable et B-mesurable et

p@u(C):/

E

(Co) lda) = [ () (). (6.1)

Avant de nous lancer dans la démonstration, il nous faut introduire une notion tres impor-
tante en intégration et probabilités il s’agit de la notion de A-systeme ou de classe monotone.
Notons qu’il existe autant de définitions de ces objets que de mathématiciens. Nous utiliserons
ici le terme de A-systeme sous 'acception suivante.

Définition 6.1.4. Une famille A de parties de E est appelée A-systéme si
(i) E €A,
(ii) si (An),en est une suite croissante d’éléments de A, alors A = U, A, € A,
(iii) si A et B sont dans A avec A inclus dans B, alors B\ A est dans A.
Remarque 6.1.5. Tout comme pour les tribus, il existe un plus petit A-systéme contenant une

partie S : il s’agit de l'intersection de tous les A-systémes contenant S (intersection non vide car
P(E) en fait partie). On le note A(S).
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Remarque 6.1.6. Une tribu est un A-systeme. En particulier, si S est une partie de P(FE) alors
A(S) C a(S).

Lemme 6.1.7. Un A-systéeme stable par intersection finie est une tribu.

Démonstration. Comme E € A, A est stable par complémentaire d’apres (iii) et, en particulier,
() € A. Soit A et B dans A. Alors AU B = (A°N B°)° appartient & A. Par récurrence, on en
déduit que A est stable par union finie. Soit (A;),cy une suite d’éléments de A. On peut alors
écrire U, A,, comme la réunion croissante des ensembles (UiZOAk)pEN qui sont dans A. Ainsi, A
est stable par union dénombrable et est donc une tribu. ]

Il est bien plus facile en pratique de montrer qu’une famille de parties est un A-systeme
qu’une tribu. Le résultat suivant montre que cela suffit dans certains cas. On donne a toutes les
variantes de ce résultat le nom de théoreme des classes monotones bien que la version ci-dessous
fasse appel aux A\-systemes.

Théoréme 6.1.8 (Théoreme des classes monotones). Si S est une famille de parties de E
fermée pour lintersection finie, alors A(S) = o(S).

Démonstration. 11 suffit, au vu du lemme 6.1.7, de montrer que A(S) est stable par intersection
finie. Soit B € S fixé et
Ap={A € A(S); ANB e A(S)}.

On vérifie sans probleme que Ap est un A-systéme contenant S et donc A(S), c’est-a-dire que
VBeS, VAecA(S), ANBecA(S).
Soit maintenant C' € A(S) et
Ac={A€A(S); ANC € A(S)}.

D’apres ce qui précede, A¢ est un A-systéme contenant S. Donc pour tout C' € A(S), Ac = A(S).
Finalement A(S) est stable par intersection finie, c’est donc une tribu et o(S) C A(S).
Comme une tribu est un A-systeme l'inclusion précédente est une égalité. O

La famille fermée pour I'intersection finie est tres souvent une algebre de Boole.

Définition 6.1.9. Une algebre de Boole A sur E est un sous-ensemble non vide de P(E) tel
que

(i) la partie vide appartient a A,
(ii) A est stable par passage au complémentaire,

(iii) A est stable par réunion finie.

Exemple 6.1.10. L’algebre de Boole que nous rencontrerons le plus souvent dans ce chapitre
est 'algebre de Boole engendrée par R c’est-a-dire la plus petite algebre de Boole contenant
R. Nous la noterons F. Il est facile de se convaincre qu’elle est formée des réunions finies de
rectangles disjoints.
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Théoréme 6.1.11 (Unicité du prolongement d’une mesure). Soit A une algébre de Boole sur
E et u et v deux mesures o-finies sur o(A) telles que

(i) pour tout A € A, u(A) =v(A),
(ii) il existe (Ey),cn une suite croissante d’éléments de A telle que Up,E,, = E et pour tout
neN, p(E,) =v(Ey,) < +o00.

Alors p et v coincident sur o(A).

Démonstration. Supposons dans un premier temps que u et v soient finies. On pose
A={A€a(A); uA) = v(A)}.

Montrons que la famille A est un A-systeme. Puisque £ € A, E € A. Soit (A4,),cy une suite
croissante d’éléments de A. Alors
M(UnAn) = lim p(A,) = lim V(An) = V(UnAn)'
n—oo n—o0o

Soit A et B dans A avec A inclus dans B. Puisque u(E) et v(E) sont finis, et B € A, on a
u(B) = v(B) < +00. On en déduit

p(B\A) = u(B) — p(A) = v(B) = v(A) = v(B\A),

et donc B\ A est dans A. Ainsi, A est un A-systéme qui contient A donc A(A) C A. D’autre part,
par définition de A, A C o(A). Enfin, d’apres le théoréme des classes monotones, A(A) = o(A).

On a donc obtenu
ACo(A)=A(A) CA,

ou encore A = o(A) : les mesures p et v coincident sur la tribu engendrée par A.
Supposons & présent que 4 et v soient uniquement o-finies et soit (E, ),y la suite donnée
par ’hypothese (ii). On définit, pour tout n € N, les mesures p,, et v, sur o(A) par

VA€ A, pn(A) =pu(ANE,) et vu(A) = (AN E,).

Les mesures i, et v, sont finies et coincident sur A donc sur o(A4) d’apres la premiere partie de
la preuve. Enfin, pour tout A € o(A), puisque (AN E,), cy une suite croissante d’éléments de

U(A)7

w(A) = lim pp(A)= lim pu(ANE,) = lim v(ANE,) = lim up,(A4)=r(A),

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
ce qui acheve la preuve. O

Preuve de l'unicité de la mesure produit du le théoréme 6.1.3. Supposons qu’il existe une autre
mesure m’ telle que, pour tous A € A et B € B, on ait m'(A x B) = u(A)v(B), c’est-a-dire que
m et m’ coincident sur l’ensemble des rectangles. Elles coincident donc sur I’algébre de Boole
engendrée par les rectangles. Les mesures p et v étant o-finies, il existe deux suites croissantes
(En)pen €t (Fn)peny d’éléments de A et B respectivement telles que, pour tout n € N, u(E,) et
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v(Fy) soient finis et U, E,, = E et U, F,, = F. La suite de rectangles (&, x I},), oy est telle que
Un(Ep X F,) = E X F et

m(E, x F,) = w(Ep)v(Fy,) = m'(E, x F,) < +o0.

Les mesures m et m’ sont donc o-finies et coincident, en vertu du théoréme d’unicité 6.1.11,
sur la tribu engendrée par ’algebre de Boole engendrée par les rectangles qui n’est autre que la
tribu produit. O

Preuve de existence de la mesure produit du théoréme 0.1.5. Considérons la fonction suivante :

¥C e A®B, m(C)= / v(Ca) (). (6.2)
E

Dans un premier temps, montrons que cette définition a un sens, c’est-a-dire que = — v(Cy)

est une fonction .A-mesurable positive (pour que son intégrale par rapport & p soit définie). Ce

résultat nous sera également utile plus tard, nous le mettons donc en exergue ci-dessous.

Lemme 6.1.12. Si C € A® B, la fonction x — v(Cy) est mesurable sur (E,A) et la fonction
y — u(CY) est mesurable sur (F,B).

Preuve du lemme 6.1.12. 1lsuffit de démontrer la premiere assertion. Supposons dans un premier
temps que v soit finie. Soit C ’ensemble des parties C' € A ® B telles que x — v(C;) soit
mesurable. Nous allons montrer que C est un A-systéme contenant I’algebre de Boole F engendrée
par R. Comme le plus petit A-systéme contenant F (qui est stable par intersection finie) est la
tribu engendrée par F (mais aussi par R), c’est donc que C = A® B.

Si C est le rectangle A x B, alors v(Cy) = 14(x)v(B) et donc C € C. Si C = UL, C? o les
(C%)1<;<,, sont des rectangles deux a deux disjoints, on a v(C,) = >, v(C%) et x — v(Cy) est
mesurable en tant que somme de fonctions mesurables. D’out F C C.

Montrons a présent que C est un A-systeme. Il est clair que C = E x F € C car alors C,, = F
pour tout € E et x — v(F) est mesurable. Soit (C"), . une suite croissante d’éléments de
C et C sa limite. Pour tout x € F, d’apres le théoreme de convergence monotone appliqué a la
suite croissante (1cn), ., ¥(Cy) converge vers v(Cy). Donc la fonction x — v/(Cy) est mesurable
en tant que limite simple d’une suite de fonctions mesurables. Enfin, si C' et D sont dans C avec
C C D alors (D\C); = D, \C,. Comme v est supposée finie, z — v((D\C)z) = v(Dy) — v(Cy)
est mesurable comme différence de fonctions mesurables bornées.

Si v est seulement o-finie, soit (F3,),cy une suite croissante d’éléments de B dont la réunion
est F' et telle que v(F,) soit fini pour tout n € N. Soit C' € A® B et, pour tout n € N, posons
C" = CN(FE x F,). D’aprés la premiére partie de la démonstration, la fonction =z — v(C?)
est mesurable. Il en est donc de méme pour = +— v(C;) comme limite simple de fonctions
mesurables. O

On sait & présent que l'application m est bien définie par (6.2). Montrons qu'il s’agit d’une
mesure. Il est clair que m(0)) = 0. Soit (C™), oy une suite d’éléments de A ® B deux a deux
disjoints et C' leur réunion. On a C; = U,C} avec (C}), oy deux a deux disjoints dans B, d’otr
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v(Cy) =Y, v(C}). Mais alors, en utilisant la commutation des signes somme et intégrale pour

la suite de fonctions mesurables positives (lcg)n N

[ G ntan) = 3 [ (e utde) = 3 mic).

n>0 n>0

Il reste a vérifier que m affecte la mesure souhaitée aux rectangles. Si C est le rectangle
Ax B,ona
m(€) = [ W€y utdn) = [ La@(B) utdo) = w(AW(B)

E

De méme on montre que C' — [u(CY) v(dy) définit une mesure sur A ® B qui coincide avec m
sur les rectangles. Par unicité, cette mesure est égale & m et l'on obtient la relation (6.1). O

Le premier exemple & donner est celui de la mesure de Lebesgue sur R? muni de sa tribu
borélienne B(R?) = B(R) ® - -- @ B(R).

Théoréme 6.1.13 (Mesure de Lebesgue sur RY). 11 existe une unique mesure g sur (R%, B(R9))
telle que, pour tout produit d’intervalles Iy X --- X Iy, Ag(I1 X -+ X I) soit égal au produit des
longueurs des intervalles (I;). De plus, A\q est le produit d fois de la mesure de Lebesgue sur
(R, B(R)). Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R,

De plus, la mesure \g est l’'unique mesure sur B(Rd) telle que

1. Aq([0,1)%) =1,

2. VaeRY, VB e BRY, Mla+ B)=N(B).
Remarque 6.1.14. On pourrait soulever ici le point de rigueur suivant : soit ((E;, A;, Mz‘))1g@'gn n
espaces mesurés o-finis. Il existe de nombreuses manieres de construire une tribu et une mesure
produit sur F; X --- x E, par récurrence. Obtient-on toujours la méme ? Rassurons-nous tout

de suite : la réponse est oui et la notation (£} X -+ X Ep, A1 ®@ -+ @ Ay, p1 ® -+ @ ) a bien
un sens (et un seul).

6.2 Théoremes de Tonelli et Fubini

Remarque 6.2.1. L’égalité (6.1) s’écrit encore

/ExFlcd/‘@’/—/E[/Flc(%y)l/(dy)} p(dz) —/F[/Elc(x,y)u(dx)] v(dy). (6.3)

Ceci signifie que calculer I'intégrale de la fonction indicatrice d'un élément de la tribu produit
revient a intégrer I'intégrale des sections, I'ordre des opérations ne jouant pas de role.

Comme nous 'avons déja remarqué lors de la construction de l'intégrale, on est en droit
d’espérer que cette propriété s’étende a toutes les fonctions mesurables positives définies sur
I’espace produit. Le théoreme de Tonelli assure que c’est effectivement le cas.

Théoréme 6.2.2 (Tonelli). Soit f une fonction mesurable de (E x F, A® B) dans Ry, u et v
deuz mesures o-finies, respectivement sur (E, A) et (F,B).
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(i) Les fonctions partout définies x /f(x, y)v(dy) et y— /f(az,y) wu(dzx) sont respecti-
F E
vement A et B-mesurables.

(ii) Les égalités suivantes ont lieu dans R, :

Efodu@)u—/ [/f:v y)v (dy)] p(dz) = /[/fx Y dm)] v(dy). (6.4)

Démonstration. Montrons dans un méme temps le point (¢) pour la premieére fonction et la pre-
miere égalité du point (ii). Le raisonnement se fait comme d’habitude en trois étapes (indicatrice,
étagée positive, mesurable positive) et a chaque fois, on doit montrer

(i) Vo € E, y — f(z,y) est B-mesurable et positive,

(ii) @ — [nf(z,y) v(dy) est A-mesurable et positive,

(iii) la relation (6.4) est vérifiée par f.

Etape 1. Si f est 'indicatrice d'un élément C' de A ® B alors, (i) est assuré par le lemme
6.1.1 puisque y — f(z,y) est Papplication y — 1¢, (y), (ii) est assuré par le lemme 6.1.12 et
Iégalité (6.4) n’est autre que I’égalité (6.3) qui a été prouvée dans le théoreme 6.1.3.

Etape 2. Si f est une fonction étagée positive le résultat découle de la linéarité de 'intégrale
et de la stabilité de la mesurabilité par combinaison linéaire.

Etape 3. Si f est mesurable positive, d’apres le théoreme 3.3.3 d’approximation, il existe une
suite (fn),cy croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. Donc,
pour tout x € E, (y — fn(2,9)),cn est une suite de fonctions mesurables positives qui converge

vers y — f(x,y) qui est donc mesurable positive. Le théoréme de convergence monotone assure
que

[ f@wvidn) = [ 1 ey vidy) = [ oy via).
F F F

La fonction x — [5.f(z,y) v(dy) est donc A-mesurable comme limite de fonctions mesurables.
De plus,

/ fdpov A tim Fudp @ v 27 /[/fna:y dy] p(dz),
ExF n JExF

oM hm[/fnxy dy)} (dz) :/[/f ] p(d),

ce qui acheve la preuve. ]

Corollaire 6.2.3. Soit f une fonction mesurable sur (E x F, A® B) a valeurs complezxes. Alors
f est intégrable pour la mesure p @ v si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est
réalisée :

/E[/Flf(:v,y)\v(dy)] p(dz) < +oo  ou /F[/me’y)m(dx)] v(dy) < +o0.
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Avant d’énoncer un théoréeme analogue a celui de Tonelli mais adapté aux fonctions non né-
cessairement positives, donnons quelques précisions. On dit qu’une fonction f est définie presque
partout sur un espace mesuré (F, A, u) s'il existe un ensemble négligeable N tel que f soit défi-
nie sur E\N. On dira alors que f est mesurable pour la tribu induite par A sur E\N. On dira
que f est intégrable si fE\N | fldp < 400, et, dans ce cas, on notera encore [y f du lintégrale

I E\N f du. Cette notation est justifiée par le fait que si g est une fonction mesurable sur (F,.A)
telle que gjp\ v = [ alors f € LY(E\N, pE\N) si et seulement si g € LY(E, ) et dans ce cas,

f@z/ gWZ/QW-
E\N E\N E

Théoréme 6.2.4 (Fubini). Soit f une fonction intégrable sur (E x F, A® B,u®v). Alors,

(i) pour presque tout x € E, la fonction y — f(z,y) est dans L*(v); de plus la fonction
i [pf(x,y)v(dy), définie p p.p., est p-intégrable.

(ii) pour presque tout y € F, la fonction x — f(x,y) est dans L' (i) ; de plus la fonction
y = [pf(z,y) p(de), définie v p.p., est v-intégrable.

(iii) On a enfin

EfodM@V_/ {/fﬂ:y (dy)} plde) = /[/fa:y dx)} v(dy).

Démonstration. Démontrons par exemple (i) et la premiere égalité de (iii) pour une fonction a
valeurs dans R. D’apres le théoreme de Tonelli, on a

/E[/F|f(w,y)|11(dy)} u(dz) :/ExF|f|du®V'

Il résulte alors de la proposition 5.2.4 que = — [|f(z,y)|v(dy) est finie sauf peut-étre sur
ensemble p-négligeable N. Donc siz ¢ N, la fonction y — f(x,y) est v-intégrable. On décompose
f en la différence de ses parties positive et négative : f = f* — f~. Si z ¢ N, les fonctions
y > fT(x,y) et y — f~(z,y) sont v-intégrables et on a

Ve € N, / £ () w(dy) = / 1 () wldy) - / f (@ y) v(dy).

D’apres le théoreme de Tonelli, les fonctions @ — [ f*(x,y)v(dy) sont mesurables sur E\N
muni de la tribu induite et on a

/E\N [/fi )V (dy)] (dx / [/fi v y (dy)] (dx> EXFfidM®V<+oo.

Par conséquent, z — [ f(z,y)v(dy) définie sur E\N est intégrable comme combinaison linéaire
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de deux fonctions intégrables. On a enfin

fdp@v = / ffdup@v— ffdu®v
ExXF ExXF

- /E\N /f+ T, y) v (dy)} pu(de) — /E\N [/f T,y) v (dy)} p(dx)
- /E\N /f+(x,y) u(dy)—/f‘(%y)'/(dy)] p(dz)
— /E\N /fxy dy)] p(dz) = /Ufmy dy)} p(dx),

ce qui acheve la preuve. ]

ExXF

Remarque 6.2.5. Lorsque 'on veut signifier les variables d’intégration dans l'intégrale multiple,
on note souvent u(dx)v(dy) pour du®v, p@v(d(z,y)) ou encore u®v(dz, dy), ce qui est justifié
par le théoreme de Fubini.

6.3 Exemples d’utilisation

6.3.1 Exemples de mesures produit

Soit a et B deux réels strictement positifs et pu et v les mesures de densités respectives par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R :

Vo €R, fu(z)=ae *1,uq, et fi(z) = Be g

On souhaite déterminer la mesure pour p®v de 'ensemble A = {(x,y) ; 0 < x < y}. Il est facile
de déterminer les sections horizontale et verticale de A :

i 0 0 i 0
vz eR, Cw_{]x,—koo[ s%x> et VyeR, Cy_{] 2yl s?y> )
0 sinon, sinon,

Pour tout z > 0,

— [ sty = [ ey = e
Cy |, +o0]

1® V(A) = / v(Cy) () = / (e P%)ae% A(dz) =

Ainsi,

e
a+p
On a de méme p(CY) =1 — e~ qui redonne bien l'expression de p ® v(A).



CHAPITRE 6. INTEGRALES MULTIPLES 59

6.3.2 Mesure produit de mesures a densité par rapport a la mesure de Le-
besgue

Soit p et v deux mesures sur R admettant respectivement pour densité par rapport a la
mesure de Lebesgue les fonctions mesurables positives g, et g,. Soir f mesurable positive de R?
dans R. Le théoréme de Tonelli et la définition d’une mesure & densité assurent que

[ganer = [([fenaw) ) = [ [1@nn0aw) 6 oo
— [([rensnm ) aw = [ o doe ).

Ainsi, la mesure produit admet (z,y)g,(x)g,(y) pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R?.
6.3.3 Premiers exemples

Dans les exemples suivants, on cherche I'intégrale de f sur le domaine D inclus dans R? :

I:/Df(a:,y))\®)\(a:,y).

Exemple 6.3.1. Soit D = {(z,y) /z+y > 1, 2* +y* <1} et f(z,y) = zy*. La fonction f est
mesurable et positive sur D. On peut appliquer le théoreme de Tonelli pour obtenir que

2

1 1—y 1 1
I =/ / zy?da | dy =/ (v* —y")dy = .
0 1—y 0 20

Exemple 6.3.2. Soit D = {(a:,y)/O <z<ly<z+ xz} et f(z,y) = ye™ ™. La fonction f est
mesurable et positive sur D. On peut appliquer le théoreme de Tonelli. Pour tout x > 0,

T+t 27 a+a? 4
/ flz,y)dy =e™" [y] = <$ + x3> e 7.
. 2 2

T

+00
/ z"e Fdxr = n!
0
donc I = 18.

Exemple 6.3.3. Soit D = [0,1] x [0, +o0[ et f(x,y) = e ¥Ysin(2zy). On a |f(x,y)| < e et
I'intégrale de la fonction positive (z,y) — e~ ¥ sur D vaut 1. La fonction f est donc intégrable
sur D. On peut appliquer le théoréeme de Fubini. Pour tout z > 0 et tout A > 0,

De plus, pour tout n € N,

A A
/ sin(2zy)e Ydy = [ sin(Q:Uy)e_y}g‘—F/ 2x cos(2zy)e Ydy
0 0
A A
= sin(2zA)e™ 4 + [—2x cos(2xy)e_y]0 —/ 422 sin(2zy)e Vdy
0

A
= sin(2zA)e™ 4 + 22 — 2z cos(2zA)e A — 4x° / sin(2zy)e Ydy.
0



CHAPITRE 6. INTEGRALES MULTIPLES 60

On en déduit que

22 + sin(2zA)e™4 — 2z cos(2zA)e™4

A
/ sin(2zy)e Ydy =
0

1+ 422 ’
puis que
oo 2x
in(2 Yy = .
/0 sin(2zy)e Ydy T 122
On a

! +oo ot 2 _ [In(1 4 42?) 1_1n(5)
A e e e e

D’autre part,
+o0 1 +00 o 9 1
I :/ (/ f(m,y)dx) dy :/ e ¥ [COS( xy)} dy
0 0 0 2y 0
400 - +o00 102
:/ e_y<1 cos(2a:y)>dy :/ e_y<s1n (y)>dy.
0 2y 0 Yy
On peut donc conclure que
+o00 a2
/ te_y<sm (y))dy _ ln(5).
0 Yy 4

Exemple 6.3.4. Soit D = [0, +00[x[0,1] et f(z,y) = cos(zy)e™ ™ ol t est un réel strictement
positif fixé. On peut montrer, grace au théoreme de Fubini, que

T

Foo g
[ —
0

6.3.4 Encore des exemples

Exemple 6.3.5. Soit D = [0, +-00[x[a,b] avec 0 < a < b et f définie sur R? par f(x,y) = e~ .
La fonction f1p est mesurable positive et la mesure de Lebesgue sur R? est o-finie donc

+o0 ,—ax _ ,—bx
[T e (?),
0 X a

Exemple 6.3.6. Soit f définie par f(z,y) = 2e72% — e, Est-elle intégrable sur [0,1] x R ?
Soit y €]0,1] et A > 0.

A —2zy _ ,—wylA —2Ay _ —Ay
e e e e
flz,y)dx = [ ] = .
/0 0

Y Y

/;OO flz,y)dz =0 et /01 (/Om f(z, y)daz) dy = 0.

Donc
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D’autre part, pour x > 0,

1 —2zy _ ,—axy1l -2z _ ,—=x
(& € € e
/ Sz, y)dy = [ ] = <0.
0 0

T T

L’intégrale de la fonction ci-dessus sur Ry est donc strictement négative (elle vaut — In(2) d’apres
I’exemple précédent) et le théoreme de Fubini ne s’applique pas. Ceci est du au fait que f n’est
pas intégrable sur [0, 1] x R4.

Exemple 6.3.7. Soit (E, A, 1) un espace mesuré o-fini. Soit f : £ — R mesurable. On a

+o0
/ fdp = / w({z € E t.q. f(z) > 1))t
E 0

On a, d’apres le théoreme de Tonelli,

/O+°° p({r € E t.q. f(z) > t})dt = /0+°° </E Liver g f(x)>t}du(:z)>dt

+o0
_/ (/0 1{t>0 t.q. f(:c)>t}dt> d,u,(;(})

- E
— / f(@)dp(z).
E

6.3.5 Normalisation de la mesure gaussienne

“+oc0
I:/ e_$2/2da::\/?.
0 2
2

Soit f définie sur R% par f(z,y) = yexp(—y*(1 + 2°)/2). La fonction f est continue sur R?
donc B(R2 )-mesurable et positive. Le théoréme de Tonelli s’applique ici.

On se propose de montrer que

A —exp(— 2 x2 A oxp(— 9 $2
/Of(any)dyz[ p(—y*(L+ qu ! p(—A2(1 +2%)/2) )

1+ 22 1422 14 22 Astoo 14+ 227

On a donc
T

/]R+ < R+f(a:,y) dA(z) dA(y)) - /&HledA(x) T

D’autre part, avec y > 0 fixé,

A A A
/ flz,y)de = 6_y2/2/ e~ We)*/2 ydx UV Y2 /y e W2 quy — 5 TV,
0 0 0 A——+o0

On a donc

Le théoréme de Tonelli fournit le résultat annoncé.
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6.3.6 Transformée de Fourier de la mesure de Cauchy

On souhaite montrer que

o1 1
/em — Adz) = e 1.
R Tl+4 2

Remarque 6.3.8. La mesure p de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

71+ 22
est appelée mesure de Cauchy. Remarquons que ¢, n’est pas dérivable en 0 et que la fonction

identité n’est pas intégrable par rapport a p.

Soit a > 0. Rappelons que la transformée de Fourier de la fonction g, : = — ezl egt, égale

a

tER, §.(t) = [ e el \(dp) = ———.
VEER, du(t) = [t etndn) = s

Pour t € R fixé, introduisons la fonction continue sur R?
ft(u7 .13) _ ei(u+t)xe—|u|e—a|m|'

La majoration
| fe(u, )| < e llemal

assure que f; est intégrable pour la mesure de Lebesgue Ag sur R2. Le théoréme de Fubini assure
alors

/ felu, ) Ao (du, dz) = / [emewi / e lul A(du)} Adz) = / 1it; e~ \(da)

_ / [elul /ei(t+U)xeax| )\(dx)] Adu) = /M e X(du).

On a donc montré que

itx
€ —alz| \ (4 :/a —lul N (g
/H§1+$26 (dx) a2—|—(t—{—u)2€ (du).

Dans l'intégrale de droite, opérons le changement de variables z = (¢t + u)/a. Il vient

et ala] A e—laz—t| A
/Rl+x26 (w)_/l+z2 (dz).

Il reste a utiliser le théoreme de convergence dominée pour déterminer la limite des deux inté-
grales lorsque a tend vers 0. Remarquons bien que 'on a les dominations suivantes :

it e—laz—t|

1
1+ 22

~ala| <1
T 1422

e <

e
14 22

eltx M ef\t| N? i
/1+x2 (x)—/1+22 (dz) = me .

1+ 22

On obtient alors
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6.4 Mesure image et changement de variables

6.4.1 Mesure image et changement de variables affine

La notion de mesure image joue un role central en probabilités. La mesure image, notée p,
sur (F,B) par une fonction mesurable h de (EF,.A) dans (F,B) d’une mesure y est définie par

VB € B, py(B)=pulp”'(B)).
Rappelons également résultat qui relie les intégrales par rapport a ces deux mesures.

Théoréme 6.4.1 (Théoreme de transfert). Soit (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables et
¢ une application mesurable de E dans F. Soit u une mesure sur (E, A). Soit f une fonction
mesurable a valeurs complexes définie sur (F,B). Alors f est intégrable par rapport a p, si et
seulement si f o est intégrable par rapport a p. Dans ce cas,

/FfdMSaZ[Efowdu-

Remarque 6.4.2. Soit ¢ : (E, A) — (E,A). Si p est invariante par h, c’est-a-dire que p, = p,
alors

Vfe L (n), /Efduz/Efosodu-

C’est par exemple le cas pour la mesure de Lebesgue et les fonctions de translation 7, : ¢ — z+a.

Cette remarque admet une généralisation importante qui a de nombreuses applications et
est a la base de la démonstration du théoreme de changement de variables.

Proposition 6.4.3. Soit A € GL4(R) et b € Re. Alors

1

Ve L£'(\g), /Rdf(Aerb))\(dx) = det A Rdf(x))\(da:). (6.5)

L’égalité est vraie dans Ry pour les fonctions mesurables positives.

Remarque 6.4.4. La formule (6.5) se reformule en termes de mesure image. Soit A € GL4(R) et
b € R%. L’image de la mesure de Lebesgue sur R? par I'application = — Az + b est la mesure
]det A|_1)\d.

Preuve de la proposition 6.4.3. La remarque 6.4.2 montre qu’il suffit de démontrer le résultat
lorsque b = 0. Il faut donc montrer que la mesure image de A\ par A est la mesure |det A\_l)\d.

Soit v cette mesure. Remarquons tout d’abord que v est invariante par translation. Soit a € R?
et B € B(R?),

v(a+ B) = M\g(A  (a+ B)) = \(Aa+ A7Y(B)) = \g(A~H(B)) = v(B).

D’autre part, v([0,1]%) # 0 car

v(RY) = M(RY) = 400 et v(RY) <Y V(n—i— 0, 1]d> =3 y([o, 1]d>.

nezd nezd
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Enfin ([0, 1]¢) < 400 car v([0,1]%) = A\g(A71([0, 1]%)) et A~1([0, 1]¢) est compact comme image
du compact [0, 1]¢ par I'application continue A, Ainsi, la mesure v/ = v/v([0, 1]%) est invariante
par translation et v([0,1]¢) = 1, il s’agit donc de la mesure de Lebesgue sur RY. 11 existe donc
c € R% tel que v = cAq.

Pour déterminer ¢, il ne reste donc plus qu’a déterminer v(B)/Aq(B) pour un borélien de
mesure de Lebesgue non nulle et finie bien choisi. On procede pour cela par étapes selon la forme

de A.
- Soit A une matrice orthogonale. Si A € O4(R) = {O € GL4(R), 'O0 = Id}, il est clair que

A_l({x clrr < 1}) = {x clrr < 1}

donc

v({z; tew <1}) = \({z; tee <1}) > Ad<[o, 1/Vd| d) > 442 > .

- Soit A une matrice symétrique définie positive. Si A € §J (R) N GL4(R), A est diagonalisable
dans le groupe orthogonal : il existe O € Oy4(R) tel que A = OD'O ou D =Diag(ay,...,aq),
a; € R%. On choisit B = 0D([0,1]%) et on a alors

v(B) = Aa(A7H(B)) = Aa((OD~H0)(0D([0,1]%)) = Aa(O([0, 1]9)) = L.
D’autre part, comme D([0,1]¢) = H?Zl[(), o],
d d d
)\d(B) =)\ (O H[O, a2]> =M\ (H[0,0@]) = Hai = det A.
i=1 i=1 i=1

- Soit A une matrice inversible. On peut décomposer A en A = OS avec O € O4(R) et S € S4(R).
11 suffit en effet de poser S = VtAA et O = AS™!. Grace aux résultats précédents,

v(B) = M(A7H(B)) = Aa(STHO7H(B))) = (det $) ™ Aa((07H(B)) = (det S) ™ Aa(B).
Puisque det A = det Odet S et det O € {—1,1}, on a bien v(B) = |det A|"*\g(B). O

6.4.2 Théoreme général du changement de variables

Soit ¢ un difféomorphisme de classe C! d’un ouvert A de R? sur un ouvert D de R%. Siy € A,
on note J,(y) le déterminant jacobien de ¢ = (¢1,...,¢q) en y (c’est-a-dire le déterminant de
la matrice jacobienne) :

91 9.
oy 9yq
Jcp(y) = det I
Opa - Ova
oy 9yq

Les ouverts A et D sont munis de la mesure de Lebesgue.
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Théoréme 6.4.5 (Changement de variables). (i) Soit f une fonction borélienne positive sur

D. Alors
/f dx—/f y)| dy.

(ii) Soit f une fonction borélienne a valeurs complexes sur D. Alors f est intégrable sur D
si et seulement si | f(e()||Jo(y)| dy < +oo et dans ce cas,

/f dx—/f )l dy.

6.4.3 Passage en coordonnées polaires
Passer en coordonnées polaires consiste a considérer le difféomorphisme
¢ Rix]—mna[ — ]RQ\(]R, x {0})
(r,0) — @(r,0) = (rcosf,rsinb).

La fonction ¢ est bien un difféomorphisme puisque, d’une part, ¢ est bijective de réciproque

donnée par
= (\/ x? 4 y?, Arg(z + iy)>,

ou Arg(z) désigne l’argument principal (dans [, 7[) de z € C*. D’autre part, ¢ est contintiment
dérivable :

cos —rsind
sinf rcosf

¢ro) = |

] et J(r,0) =rcos®f +rsin?6 =r.

Comme I’ensemble R_ x {0} est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur R?, pour toute
fonction f € LL(R?),

27 p+oo
f(x)A2(dx) :/ f(z)A2(dx) :/ f(rcosf,rsind)rdrdb,
R2 R2\(R_ x{0}) o Jo

le second membre s’intégrant dans un ordre indifférent d’aprés le théoreme de Fubini.

Exemple 6.4.6 (Encore une fois...). D’apres le théoreme de Tonelli,

+00 2 +00 +00
(/ e dw) = / e d:v/ eV’ dy = / e~ @) gy dy.
0 0 0 R

On calcule l'intégrale de droite grace au passage en coordonnées polaires :

w/2 ptoo 400
/ e~ (@) g dy = / / e rdrdg =" / re " dr = =
R2 o Jo 2Jo 2

+oo
. . _ 2 T
On retrouve ainsi / e dr = \g
0
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Exemple 6.4.7 (Volume de la boule unité). La boule euclidienne unité de R? est définie par
B, = {(:nl, o Tg) ERY G 224 4 ZL% < 1} et son volume vy est donné par A\g(vg). On calcule
vq par récurrence. Supposons d > 2. D’apres le théoreme de Tonelli,

Vd = /Rdl{x%‘f'“""‘x?lﬁl} dIL‘l cen d:Ud

- /]Rz |:/Rd2 (1{1%"'"""'175—231_($371+z§)}> dry ... dxd_2:| 1{933—1""5531} dra—1 drq.

Calculons 'intégrale entre crochet (c’est une fonction de (z4—1,24)) en distinguant deux cas.

1. Si x?l—l + :L‘?l =1 alors

/Rd21{35%+"'+$(21—2§1_($2—1+$(21)} d.’El P dl‘d_g = )\d_g({Od}) = 0

d

2. Si ZL'?lil + w?l < 1, posons x; = u; \/1 — ($§71 + {L‘g) Ce changement de variables est une

d—2
simple homothétie dont le déterminant vaut <\/ 1— (22, + :c?l)> .

On obtient donc

B B d/2—1
Vg = /RQ [/de (1 (md 1+ :L'd)) du U ... dud_2] 1{$3_1+x3§1} dxd_l de'd

2-1
= Vg— 2/ (1— (xd 1—|—xd)) d/ 1{x§71+$3§1} drg_1dzrg

+<>o
= VU4d— 2/ / 1{T2<1}7’d7“d9
2m

1 1
= 27rvd2/ r(l— )d/2 Ldr = 2mvg_s [—d(l — rz)d/z] =~ Vd-2
0 0

Comme v1 = 2 et v9 = 7, on obtient immédiatement le résultat suivant :
/2

(d/2)!

207 (d=12((d — 1)/2)!
d!

si d est pair,

Vd =

si d est impair.



Chapitre 7

Espaces LP et LP, convolution

Dans toute la suite K désignera indifféremment le corps des réels ou le corps des complexes.

Définition 7.0.1. Pour tout réel p > 0, on définit
LY (B, A, p) = {f . (B, A) — (K, B(K)) mesurable, /E]f]p dp < —1—00}.

On utilisera en général la notation £ ().
Exemple 7.0.2. Si m désigne la mesure de comptage sur (N, P(N)), alors
oo
Ly (m) =I5 (N) = {(an)neNv Z lan|P < —l—oo}.
n=0
Proposition 7.0.3. Pour tout p, L (1) est un K-e.v.

Démonstration. On vérifie que L (n) est un s.e.v. du K- e.v. des fonctions mesurables de E
dans K. Il est immédiat que la fonction nulle appartient & £ (1). Soit A € K et f,g € LI ().
Les majorations

IAf A+ gl” < (NI 1gD)” < (2max([A[f], 9]))” < 2PIAPIfIP + 2°[g)
assurent que A\f + g est p-intégrable. O
Proposition 7.0.4. 1. Si p(E) < 400, alors
0<p<q = L) CLy(w).
2. Sim est la mesure de comptage sur (N, P(N)), alors

0<p<qg = IE(N)cCI(N).

67
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Démonstration. 1) Si 0 < p < g, alors |f|” < [f|"1gp>1y + 1qjfj<1}- Ainsi, deés que f € Li (),

1< [0+ w1 < 1) < +oc.

2) Si0 < p<q, et (an),ey € U(N) alors lim, a, = 0. I existe donc ng € N tel que pour tout
n > ng, |an| < 1. Ainsi, pour tout n > ng, |a,|? < |a,|?, dott Y,,<qlan|? < +oo. O

Remarque 7.0.5. Sur (R, B(R)) muni de la mesure de Lebesgue A, on remarque que

= 1y0,17(7)
NG

Il n’existe donc pas d’inclusion entre £'(\) et £2()).

e LYO\LZ(N) et x> e L2\LEN).

1
Va2 +1

Pour toute fonction f : (F, A) — K et pour tout réel p > 0, on définit la quantité

/p
nﬂu=<éuww) e,

avec la convention (+00)'/P = 4o0.

Théoréme 7.0.6 (Inégalité de Holder). Soient f,g : E — K et p,q > 1 tels que 1/p+1/q =1
(on dit que p et q sont conjugués).

1. Si f et g sont a valeurs dans Ry alors (dans R )

og/mmgwwwq

En outre, lorsque || f|, et |lgll, sont finis, l’inégalité est une égalité si et seulement si il
existe (a, 8) € R2\{(0,0)} tel que af? = Bg? pu-p.p.
2. Si f €L (u) et g€ LE(u) alors fg € L (u) et

Ifglly < 171l

En outre, Uinégalité est une égalité si et seulement si il existe (o, 3) € RI\{(0,0)} tel
que of f[” = Blg|* p-p.p.

Démonstration. Commencgons par établir une inégalité utile dans la suite. On pose pour tout
a €]0,1] et tout € Ry, ¢o(z) = * — ax. La fonction ¢, est dérivable sur RY et ¢l (z) =
a(z® !t — 1). Par suite, ¢/, < 0 sur |1,+o0[ et ¢/, > 0 sur ]0,1[. Donc, pour tout = € R,
Ya(r) < pa(l) avec égalité ssi z = 1. En reformulant, 2% < ax + 1 — « avec égalité ssi = = 1.
En posant x = u/v avec u > 0 et v > 0, il vient

uv'™* < au+ (1 —a)v  avec égalité ssi u = v. (7.1)

Remarquons que cette inégalité est encore vraie pour u,v € R;..
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Revenons & présent a la preuve de l'inégalité de Holder. Si [|f||, ou ||g||, est nulle, alors f
ou g est nulle p-p.p. et il en est de méme pour fg. Dans ce cas, I'inégalité est triviale. C’est
encore le cas si || f||,, ou [|g||, vaut +oco. Supposons donc que ces deux quantités sont strictement
positives et finies. On pose alors

p q
a=-, doul—a=-, u:fip et v:Lq_
p q 1£1I5 l9llg

D’apres l'inégalité (7.1),

fo 1 14
_— - p - q.
1 WLlglly = 2 I, allgllg
En intégrant cette relation par rapport a p, il vient

Lrfr 1 [ g _
Og/fgdug Hpr!qu<p/HfHg dp + q/HgHde) £ 1Ml

Légalité a lieu ssi f/||f, = g/llgll, #-p-p. O

Corollaire 7.0.7. Si ji est une mesure de probabilité, 'application r — || f||, est croissante.

Corollaire 7.0.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

[ 10| < 11l
Théoréme 7.0.9 (Inégalité de Minkowski). Sip > 1, alors, pour tous f,g € L (p),

1f + gll, < [Lf1l, + lgll,-

L’égalité a lieu ssi

— f=0 p-p.p. ou g =af pu-p.p., pour un o >0 sip > 1.

— =0 p-p.p. ou fg>0 p-p.p. sip=1.
Démonstration. Si || f + g[|, = 0, 'inégalité est triviale. Sinon, on integre par rapport a p l'in-
égalité

I+ 9P <|fIIf+ 9Pt +1gllf + 9P~ avec la convention 2° = 1 pour z > 0.

On obtient alors

I/ +9lp < /Ifl\f+g|1”1 du+/lg||f+g\“du.

Si p = 1, l'inégalité est établie. Sinon, 'inégalité de Holder assure que (puisque (p — 1)g = p)

1/q
Jis1 gt w01, ([l 4000 a) = 1s1,05 + o1
Ainsi,
1+ gltp < (I£1L, + lgll, ) £ + gl

Il ne reste plus qu’a simplifier par ||f + g ||Z/ 9 qui est strictement positif et & remarquer que
p — p/q = 1 pour obtenir I'inégalité souhaitée. ]
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Remarque 7.0.10. Ainsi, [|-||,, est une semi-norme sur l'espace L (). Pour que ce soit une norme,
il faudrait que ||f|| , = 0 implique f = 0, ce qui est faut puisque la nullité de Ilf ||p implique
seulement f =0 p-p.p.

I existe une facon simple de construire un espace vectoriel normé a partir de L et |||,
suffit de quotienter L£P par la relation d’équivalence f ~ g ssi f = g u-p.p.

Théoréme 7.0.11. Soit p € [1,00]et L (1) = LB (1)) ~. L’espace LY (1) muni de Uapplication
[[[I,, est un K-espace vectoriel normé.

On commet I'abus bien pratique d’identifier une fonction a sa classe d’équivalence.

Théoréme 7.0.12 (Fisher Riesz). Soit p € [1,00]. L’espace LP (1) est un espace vectoriel normé
complet pour la norme ||-|| . De plus, si (fn),, est une suite de LP(uu) qui converge vers f pour
la norme ||-||,,, alors il existe une suite extraite (fn,), qui converge p-p.p. vers f.

Démonstration. Soit (fy,), une suite de Cauchy dans LP(u). Il existe une sous-suite (fy, ), telle
que || fn, — fnkﬂHp < 27%=1 Posons

k o
gk:Z’fmﬂ_fni et g:Z‘f”iH_f"i )
=0 =0

Pour tout k, [|gkll, < 1 et (|gk|”); est une suite croissante de fonctions positives qui tend vers
|g|P. Par convergence monotone, ||g| » < 1. En particulier, g est finie p-p.p. Cela signifie que la
série de terme général fp, , (x) — fn, (2) est convergente pour presque tout z. On pose alors

F@) = Fao (@) + D (frngr — For) (@).
k=0

La ol la série ne converge pas absolument, on peut poser f égale a 0. En particulier, f est
mesurable en tant que limite p.p. de fonctions mesurables.

Il reste a montrer que f € LP(p) et que f = limy f,, = lim, f, au sens de la norme HHp
Puisque |f[ < [fno| + |9l on a

Posons enfin
I+k

- Z ‘fni.,_l - fm
i=l

et g Z ‘fnz-&-l fnz

Alors Hg,(cl)Hp (l)Hp <271 0Or, |f = fu] <90, dou

n—o0

I = full, < o), <27 o0

Ainsi, fy, converge vers f en ||-|,. Comme (fy), est une suite de Cauchy en ||-||,,, elle converge
vers la méme limite. O
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Corollaire 7.0.13. Soit (f,),, une suite de LP (1) telle que la série de terme général f,, converge
normalement en ||-||,,, ¢’est-a-dire 322 || fall, < 00. Alors la série converge dans LP(u), c’est-
a-dire qu’il existe f € LP(p) telle que

k
lime— > fn
k n=0 p

7.1 Convolution
Définition 7.1.1. Soit f, ¢ : R* — C mesurables. On pose, formellement,
(Fea)@) = [ fe=natu)ds,

la ou l'intégrale est définie, et on appelle f x g le produit de convolution de f et g.

Proposition 7.1.2. Soit p et q conjugués. Si f € LP(R?) et g € LY(R?) alors

[ 1= natwits| < 11,1,

done (f * g)(x) existe et
1+ glleo < IIf1Ipllgllg-

Démonstration. Soit z fixé. On applique I'inégalité de Holder a y — f(z —y) et y — g(y) :

e e y)g(y)dy‘ : </]Rd 7=~ y)|de> N </Rd |g(y)!qdy> N

puis on effectue le changement de variables z = 2 — y (& x fixé) pour obtenir

[ ra=wray= [ \rra =11

ce qui fournit le résultat. O

Proposition 7.1.3. Si f,g € L'(R?), alors le théoréme de Fubini, (f * g)(x) est défini pour
presque tout x € R? et

1 glly < 1 llglls-

Démonstration. On a

Lol [ ([ 15 wlawlas )

D’apres le théoreme de Tonelli, on a encore

[ ra@iae< [ ([ 176wl )iswias < 151l

Ainsi, la fonction fxg est intégrable. Elle est donc finie presque stirement et 1'inégalité demandée
est obtenue. O
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Exemple 7.1.4. 5i f = 1y ) alors

x stz €[0,1],
[ flx)= / 1o,1)(z =)L,y (y)dy = /I[O,I]N[w—l,z} (y)dy =q2—z sizell,2],
. 0 sinon.

Exemple 7.1.5. Pour o > 0, posons
fa(z) = 2% te ™ 1p4 (2).
On a, pour o, >0et x >0
o fa@) = [ (0= )"t g (o )y e L () dy
R

= e_x/ ( —y)* 1y dye™
[0,2]

= (/[0 1}(1 - u)o‘lu’gldu> fats().

Exemple 7.1.6. Posons

On a alors

(9% 9)(x) = / 222 % _ ex2/4/ w228y _ 1 a2ya
R R
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