Intégration - TD 1 Compétences attendues :
- Savoir calculer les bornes sup et inf d’un sous-ensemule de R, limsup et liminf d’une suite de réels
- Savoir manipuler les opérations ensemblistes et les fonctions indicatrices d’ensembles
- Savoir déterminer limage réciproque d’un ensemble par une fonction

Exercice 1. Maximum et valeur absolue Soient x et y deux nombres réels.

1. Démontrer que
1 . 1
max(z,y) = 5(z +y + |z —y[) et min(z,y) = 5z +y — |z —yl).
2. En déduire que |z| = max(z,0) — min(z,0).

Exercice 2. Soient A et B deux parties non vides de R.
1. Comparer leurs bornes supérieures et leurs bornes inférieures dans le cas ou A C B.

On note —A={-a, a € A} A+B={a+b, ac Abe B} AB = {ab, a € A,b € B}.
2. Montrer que sup(—A) = —inf(A).
3. Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

4. A-t-on toujours sup(AB) = sup(A) x sup(B)? Quelle hypothése peut-on ajouter pour que cela
soit vrai?

5. Soient a, b deux réels strictement positifs. Les parties suivantes de R sont-elles majorées, minorées 7
Déterminer leurs bornes supérieures et inférieures.

1. {a+bn, n € N} +(=1)"b, n € N}

2. {a
3. {a+b/n; ne N} 4. {(-1)"a+b/n, n € N*}
5. {a+ (-1)"b/n, n € N*}.

Exercice 3. Soit (u,)nen une suite de nombre réels croissante. On note A = {un; n € N} et £ =
sup A € R.

1. On suppose que (uy)nen converge vers [ € R. Déterminer £.
2. On suppose que (uy,)nen n'est pas majorée. En déduire £ et démontrer que (up)nen tend vers £.
3. On suppose que (U, )nen est majorée.

(a) Soit e > 0. Justifier qu’il existe ng € N tel que uy,, € [¢ — ;4.

(b) En déduire que (uy,)nen converge vers £.

Exercice 4. Soit (uy,)nen une suite de nombre réels. Pour tout n € N, on pose dans R
xn, = inf{uy; p > n} et y, = sup{u,; p > n}.
1. A quelles conditions les suites (2, )nen €t (Yn)nen sont-elles a valeurs dans R 7
2. Déterminer les suites (2, )nen €t (Yn)nen dans les cas suivants :

1

a. u, =(-1)" b.unzl—n+1.

3. Démontrer que (z,)nen est croissante, que (yn)nen est décroissante. -
On notera o = sup,,cy Tn = liminfu, € R et 8 = inf,enyp = limsupu,, € R.

Démontrer que a < .
Démontrer que si « = § € R, alors la suite (u,,)nen converge vers a.
Démontrer que si o = 400, alors la suite (uy,)nen tend vers +o00. Que se passe-t-il si f = —0c0?

Démontrer que si (un)nen admet une sous-suite convergeant vers £ € R, alors aw < ¢ < 3.

® N o T

Démontrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,)nen? est égal & [« f].



Exercice 5. Soient A, B et C trois ensembles. Etablir les résultats suivants :

(AUB)NC = (ANC)U(BNC), (ANB)UC = (AUC)N(BUC), (ANB)° = A°UB°, (AUB)® = A°NB°.

Exercice 6. Soit (B;);cr une famille de parties d'un ensemble F'. Etablir les résultats suivants :

F\UB¢=ﬂ(F\Bi)7 F\ﬂBi:U(F\Bi)-
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Exercice 7. Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Pour chacune des applications suivantes,
dire si c¢’est 'indicatrice d’une partie et préciser cette partie le cas échéant.

La+1p, 1a—1p, 1alp, [la—1p

, Lo+l —141p, max(ls,1p), min(la,1p).

Exercice 8. Soient (A, )nen une suite croissante de parties d'un ensemble E : Vn € N, A, C A,11.

1. Vérifier que la suite de fonctions (1 4, )nen est croissante et converge simplement vers une fonction
f définie sur E.

2. Montrer que f est 'indicatrice d’une partie que ’on précisera.

Exercice 9. Soient E et F deux ensembles. Soit (B;);cr une famille de parties de F. Soit B une partie
de F. Soit f: E — F une application. Etablir les résultats suivants :

ot (U Bi> =UJr'm. 1! (ﬂ Bi) =/ (B), fTHFE\NB)=E\f(B).

i€l icl el icl

Que se passe-t-il si on consideére des images directes au lieu de considérer des images réciproques 7

Exercice 10.
1. Expliciter les images réciproques des ensembles
R_, Ry, [1, +oof et [—64, 64]
par les applications f et g de R dans R définies par f(z) = 22 et g(x) = 23.
2. Décrire I'image réciproque de [1,2] par I'application p : R? — R définie par p(x,y) = /22 + 2.
3. Expliciter s71({0,1}) ot s : {0,1}* — Z est définie par s(a1, az,as,as) = a1 + az + az + aq.

Exercice 11. L’image réciproque d’un ensemble fini par une application de R dans R est-il toujours
un ensemble fini ?

Exercice 12. Soient F et F' deux ensembles finis. Soit f : E — F une application. A-t-on
VB € F,card(f ' (B)) < card(B) = f injective?

A-t-on la réciproque ?
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Soient E et F deur ensembles, A une partie de E et B une partie de F. Soit f : E — F une
application.

1. Définir f~1(B) et f(A).

2. Soit (B;)ier une famille de parties de F. Montrer que f~* (U Bi> = U FHBy)..
iel
3. On considére & présent une famille (A;);cr de parties de E. A-t’on

f (U Ai> =U sy f (ﬂ Ai> =) f(4)?

iel el el el

icl

(si la réponse est “oui', on argumentera avec précision, si c¢’est “non'" on donnera un contre-
exemple)



