Exercices ksupplémentaires Pour progresser
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1) Montrer que la suite de fonctions (f,),cy. converge simplement sur [0, +oo[ vers une
fonction f qu’on déterminera .

Pour tout n € N* et x € R, on pose f,(z) =

2) En considérant la suite x,, = n, montrer que la convergence de la suite (f,), .. n'est pas
uniforme sur R .
3) a) En utilisant 1'inégalité :
Va,b € R, )\/_—\/_‘ V |a — b
Montrer que
2

Vne N, Vo € [0, +00l, |f(a) = fule)l < .

b) En déduire que la suite (f,,),en+ converge uniformément sur [0, M], pour tout M > 0

Pour toutn € N* etz € R, on pose f,(z) =n (e""”/" —1).

1) Montrer que la suite ( f,,),en+ converge simplement vers la fonction f définie par f(z) = =.
2) En utilisant la suite x,, = n, montrer que la convergence de la suite (f,) n’est pas
uniforme sur R .

3) Montrer que la suite (f,,),en- converge uniformément sur tout intervalle [0,a], a > 0.

4) Montrer que

neN*

1
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lim In(2) dr=-1In2.
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On considere la suite de fonctions (f,,),>: définie sur R par f,(z) =

On note F' : R — R la fonction définie par
Fz)=xzsi 2<0; F(zr)=0si22>0.

1) Montrer que la suite de fonctions ( f,,),>1 converge simplement vers F sur R.
2) a) Montrer les inégalités suivantes :

Vn > 1,V <0, |fo(z)— F(z)] < —ze™

Vn > 1,Vx >0, |fulz)— F(z)| < ze™ ™.



b) Déterminer sup xe .

z€[0,4-00[
¢) En déduire que la suite de fonctions (f,,),>1 converge uniformément vers F sur R.
3) Calculer f, et étudier la convergence simple de la suite (f,),>1.

4) la convergence de la suite (f}),>1 est-elle uniforme sur R.

@ Soit f : [0, +00[— R une fonction continue non identiquement nulle qui vérifie f(0) = 0.

On considere la suite de fonctions ( f,,),>1 définie sur [0, +-o00[ par

Vn e N Vz € [0,400[, fulz)=Ff (%) :
1) Montrer que la suite de fonctions (f,,),>1 converge simplement vers la fonction nulle.
2) Soit zp > 0 tel que f(xy) # 0. En considérant la suite u,, = nz,, montrer que la convergence
n’est pas uniforme sur [0, +o0.
3) On se propose de montrer que la suite de fonctions (f,,),>1 converge uniformément sur
tout intervalle [0, M], M > 0.
a) Soit € > 0 un réel fixé. En utilisant la continuité de f au point 0, montrer qu’il existe un
réel a > 0 tel que

Vo € [0,a] |f(x)] <e.

M
b) Soit ny € N tel que P < a. Montrer que
0

Vn > ng, Yz € [0, M], ‘f(%)‘ <e.

Conclure.

n(1—e@/mn
Pour toutn € N* et x € R, on pose fulx) = _((1 + 22)2 )

1) Montrer que la suite de fonctions ( f,,),>1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction

(z) =

\

(1+22)>

2) Pour tout n € N* et 7 € RT, on pose ¢, (z) = —n (1 — e~ /™).

) P
a) Etudier les variations de ¢, sur [0, +oo[ et déterminer le signe de , ().
b) S

oit @ un réel strictement positif. Montrer que
Vn e N*, Vo € [0,a], 0< f(x)— fulz) < onla).

¢) En déduire que la suite (f,,)nen+ converge uniformément sur [0, a).
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3) Montrer que les intégrales généralisées f(x)dz et fn(x) dx sont convergentes
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lim fo(z)de = flz)de = =.
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