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Series de fonctions

x
P tout N* et 0 , n = — 7.
[I] our tout n € N* et z € [0, +00|, on pose f,(z) OS>
1) Montrer que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur [0, +o00[. On désigne
n>1
par f(z) sa somme.

2) a) Montrer que pour toutn € N, on a

S Az et S fulm) <sw Y fila),

k=n+1 k=n+1 220
b) En déduire que la série de fonctions Z fn(x) ne converge pas uniformément sur [0, +oo].
n>1
3) Montrer que la convergence est normale sur tout intervalle [0, a], avec a > 0.
4) En déduire que f est continue sur [0, +00]

X

@ Pour toutn € N* et z € [0, +-00[, on pose f,(z) = n(1+ nz?)’

1) Montrer que la série de fonctions Z fn(2) converge simplement sur [0, +00[. On désigne
n>1

par f(x) sa somme.

2) Montrer que la convergence est normale sur [0, +oo[. En déduire que f est continue sur

0, +00].

@ Pour tout n € N* et z € [0, +0c[, on pose f,,(z) = nxe ™.

1) Montrer que la série de fonctions Z fn(2z) converge simplement sur [0, +00[. On désigne
n>1
par f(x) sa somme.
2) La série converge-t-elle normalement sur [0, +o00[ ?
3) Montrer f est continue sur |0, +o0].
4) On se propose de montrer que f n’est pas continue en 0.
)

k 1
a) Montrer que pour toutk € {1,2,...,n},ona —26_1 < fr (—) En déduire que
n n

s ()=l



b) Montrer que f n’est pas continue en 0.

“+o0o
1
Pour tout z € R, — - -
@ our tout x on pose f(z) ; D+ D)
1) Montrer que la fonction f est bien définie et continue sur R.
2) On pose fn(l') = m
a) Montrer que pour tout » € R, ona 2|z| < 1+ 2°.
b) Montrer que
1
Vr e R ! < — .
reR 140 <

4) Montrer que [ est dérivable sur R et exprimer f’(z) sous forme d’une somme de série.

t2
@ Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f,, sur R par f,(t) = In (1 + —2> et on
n

considere la série de fonctions de terme générale f,.

1) Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur R. On note f sa somme.

2) Montrer que la convergence de cette série de fonctions n’est pas normale sur R.

3) Soit a > 0. Montrer que la convergence est normale sur [—a, a|. En déduire que la fonction
f est continue sur R.

4) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et exprimer f'(z).

@ On considere sur [0, +oo[ la série de fonctions:

n

J(x) = Z Sc_—i)n '

1) Montrer que cette série converge uniformément sur [0, +o0.
2) Montrer que f est continue sur [0, +00].
3) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo.

+oo (_1)n 2n+1

1) Montrer que la série de fonctions f(z) = Z ’

————— converge uniformément
— 2n+1

sur [0, 1].
2) Montrer que

1 +oo (_1>n
/0 f@)dr=2 2n+ 1)(2n+2)

n=0

3) Montrer que f est dérivable sur [0, 1] et exprimer f’(z) en fonction de x.
4) Montrer pour tout z € [0, 1], on a f(z) = arctan(z). En déduire que

f (=" = z—1r12.
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