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L 2 Licence de Mathématiques T D Analyse S4

Suites de fonctions - Exercices théoriques
T D 2

1 Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On considère la suite de fonctions (fn)n∈N définie

sur [0, 1] par fn(x) = xnf(x).

1) Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement sur [0, 1] vers une fonction
f qu’on déterminera.
2) On suppose que la convergence est uniforme sur [0, 1]. Montrer que f(1) = 0.
3) Réciproquement on suppose que f(1) = 0. On va prouver, en revenant à la définition, que
la convergence est uniforme sur [0, 1].
a) Soit ε > 0 un réel fixé. En utilisant la continuité de f au point 1, montrer qu’il existe un
réel a ∈]0, 1[ tel que

∀x ∈ [a, 1], |fn(x)| ≤ ε.

b) Montrer que pour tout x ∈ [0, a], on a |fn(x)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)| an.

c) Conclure.

2 Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R+, on pose fn(x) =
(
1 +

x

n

)n
.

1) Montrer que la suite (fn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction f définie par f(x) = ex.
2) En considérant la suite xn = n, montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R+.

3) Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout t ∈ R+, on a 0 ≤ 1− 1

1 +
t

n

≤ t

n
.

En déduire que pour tout x ∈ R+, on a 0 ≤ x− n ln
(
1 +

x

n

)
≤ x2

2n
, et par suite

exe−x
2/2n ≤

(
1 +

x

n

)n
≤ ex.

4) Déduire de 3) que la suite (fn)n∈N∗ converge uniformément sur tout intervalle [0, a], a > 0.

3 On considère la suite de fonctions (Pn)n∈N définie sur [0, 1] par :

P0(x) = 0 et ∀n ≥ 1, Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2

Ä
x− (Pn(x))

2
ä



1) Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0, 1], on a

√
x− Pn+1(x) =

(√
x− Pn(x)

)Å
1−
√
x+ Pn(x)

2

ã
.

En déduire que
∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, 0 ≤ Pn(x) ≤

√
x.

2) Soit x ∈ [0, 1] fixé. Montrer que la suite (Pn(x))n∈N est croissante. En déduire que la suite
de fonction (Pn) converge simplement vers une fonction f que l’on déterminera.
3) Pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0, 1], on pose ϕn(x) =

√
x− Pn(x).

a) Montrer que

ϕn+1(x) ≤
Å
1−
√
x

2

ã
ϕn(x).

En déduire que ϕn(x) ≤
Å
1−
√
x

2

ãn√
x.

4) Déterminer sup
t∈[0,1]

t

Å
1− t

2

ãn
. Conclure que la convergence de la suite (Pn) est uniforme

sur [0, 1].

4 Pour tout n ∈ N et x ∈ [0,+∞[, on pose fn(x) =
xne−x

n!
.

1) Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn)n∈N. On pose

f(x) = lim
n→+∞

fn(x). Indication: Utiliser la formule de Stirling : n! ∼
+∞

(n
e

)n√
2πn.

2) Pour tout n ∈ N, on pose In =

∫ +∞

0

fn(x)dx.

a) Montrer que l’intégrale In est convergente et on a In = 1.

b) A-t-on lim
n→+∞

∫ +∞

0

fn(x)dx = lim
n→+∞

∫ +∞

0

f(x)dx. Conclure.

5 En utilisant le Théorème de la convergence dominée montrer que

lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−x/n

1 + x2
dx =

π

2
, lim

n→+∞

∫ +∞

0

n sin
(x
n

)
e−x dx = 1.


