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TD1
Suites de fonctions - convergence uniforme

@ Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur ’ensemble I de la suite

de fonctions ( f,,) dans les cas suivants :
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_ > 1 J = _ 2 _—nx _
fn(x)—n — nzl = [0, +o0], fo(x) =nzte ™ neN, [=][0,+o0]
folz) = na’ eN, I=R fo(z) =2"(1—12) eN, I=][0,1]
(@) =, n , : () =2 x), n , ,

@ On considere la suite de fonctions ( f,,),en+ définie sur [0, 1] par :

1) Montrer que la suite (f,,),en. converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
2) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

:L,n
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1) Montrer que la suite ( f,,),en converge simplement vers une fonction f que I'on déterminera.
2) Montrer que la convergence est uniforme sur [0,a], 0 < a < 1, ainsi que sur [b, +oo[, b > 1.
3) Montrer que la convergence n’est pas uniforme uniforme sur [0, 1] ni sur [1, +o0].

@ Pour tout n € Net z € [0, +00[, on pose f,(z) =

@ Soient ( f,,) une suite de fonctions qui converge uniformément sur / vers une fonction
f et (z,,) une suite de point de /.
1) Montrer que la suite (f,,(x,) — f(z,)) converge vers 0.

2) On suppose de plus que f est continue sur I et (z,) converge vers x € I. Montrer que



3) Application: Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,),en- définie par

fn(z) = nsin ( — ). Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R.
n

@ Soit ( fn)nen la suite de fonctions définie sur [0, +oo] par :

n(z® +x)e™®

fnlz) = nr+ 1

1) Montrer que la suite (f,),en converge simplement sur [0, +oo| vers une fonction f que
'on déterminera. La convergence est elle uniforme sur [0, +-o00[ ?
2) a) Montrer que pour tout réel z > 0, on a (22 + e ® < 1.
b) En déduire que
1
nr+1

b) Montrer que convergence est uniformément sur [a, +oo, pour tout a > 0.

VneN, Ve >0, |fu(z)—flz) <

@ Pour tout n € Net z € [0, +00[, on pose f,(z) = z(1 —e ).

1) Montrer que la suite ( f,,),eny converge simplement vers une fonction f que 1’on déterminera.
Etudier la convergence uniforme sur [0, +ocl.

2) Etudier la convergence simple de (f/),cy.On notera g sa limite.

3) La fonction g est-elle dérivable sur = € [0, +oo[ ? Conclure.

On considere la suite de fonctions ( f,,),en définie sur [0, 1] par :

Ve e[0,1], fu(z)=/2(l—z)"

1) Montrer que la suite de fonctions ( f,,),en converge simplement vers une fonction f que
I'on déterminera.
2) Montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1].

3) Calculer lim (1 — x) dt.
0

Soit la suite de fonctions (f,,),, définie sur [0, /2] par: f, :  — nsinx cos” z.

1) Trouver la limite simple de la suite.

2) Calculer / : fn(x)dz. En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 7/2].
0

@ Soit (f,,)nen la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :
Ve e [0,1], fo(z)=(1-2%)".

1) Montrer que ( f,,)nen converge simplement vers une fonction f et que la convergence n’est
pas uniforme sur [0, 1].



2) Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 1], pour tout a €]0, 1].
3) Soit € €]0, 1] fixé. Montrer que

0< /01 fo(x)dr < e+ /61 fn(x)d.

1
En déduire que lim / fo(x)dz = 0.
0
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