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Licence de Mathématiques L2 semestre 2

CONTROLE CONTINU NO.2.
Durée 2h. Baréme indicatif.
Documents et calculatrices interdits.
Toute réponse (et toute opération TAT) doit étre justifiée.

Exercice 1. (6 pts)

1. Donner le rayon de convergence de la série entiere Zoo ) a,x" dans les cas suivants :
9 n= . .
. n .. INe 0, sin est pair
(i) lorsque a,, = En (i) lorsque a,, = (1—1—5) (iii) lorsque a,, = { 3" sin est impair.
Indication : Chacune des formules (Hadamard, Cauchy, D’Alembert) sera utile.
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2. (a)Montrer que la fonction f : x — 3 ’

I'intervalle ouvert | — 3, 3[.
La convergence sur cet intervalle est-elle absolue ? Est-elle normale ?

2 o0 9gm
(c) Justifier (sans calculer I'intégrale) 1’égalité /o f(z)dx = 2; CESET

o0 2 n
(d) Vérifier que (x+3 ln(S—x))/ = —f(z) et trouver la somme de la série Z (n/—S)Q .

n=0

Exercice 2. (7 pts)
On désigne par f(.) la fonction paire, 2w-périodique qui sur 'intervalle [0, 7] est donnée
par 'expression

flz) =7 —2z.

1. (a) Esquisser le graphe de f(.). Indiquer, sans preuve, la régularité qu’a cette fonc-
tion (continue sur R? C* sur R? C'' par morceaux) ?

(b) En déduire I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles SFy(z) = f(z).
(c¢) En utilisant le croquis (on ne demande pas de preuve par le calcul), trouver la
valeur de max | f(z)].
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2. (a) Montrer que la série de Fourier de f(.) s’écrit

8 f cos((2k + 1):1:)

Folz) = 2
Sy (@) i (2k+ 1)

Pour le calcul des coefficients a,,, n > 1, séparer les cas selon la parité de n.
(b) La série SF(.) converge-t-elle uniformément sur R 7
+o0o
1
c) En utilisant le théoreme de Dirichlet, trouver la somme de la série —_
() ) kz; (2k +1)2



3. En utilisant les résultats des questions précédentes, justifier que 1'on a

/ " f@)P dr < 20
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et en déduire que E o1 S o
£ (2k+1)" = 32

Exercice 3. (7 pts)
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1. On considere la fonction sh : R — R définie par sh(z) =

2
(elle est parfois notée sinh). Montrer que pour tout x € R on a
I 2kt o B B
sh(z) = =1t =t =+ +....
(=) % (2k + 1) TR

2. On s’intéresse a la résolution, par la méthode des séries entieres, de 1’équation
différentielle

y' — 4y =4 (ED)

avec les conditions initiales
y(0) = -1, y'(0) =2. (C1)
On cherche la solution y(x) de (ED),(CI) sous la forme d’une série entiere
y(x) = ap + ayx + ar® + aszx® +agxt + ...

On va supposer en premier temps que 'on a le droit de dériver I'expression de y(x)
terme a terme.

(a) Identifier les valeurs ag et a;.

(b) Montrer que ay = 0 puis que, pour n > 1, 4a,, = (n + 1)(n + 2)a,42.

(c) Poser b, = a—Z. Déduire des questions précédentes que by = 1, by = 0 et que
pour n > 1, b, = (n+ 1)(n + 2)bp1o.

(d) En déduire 'expression de by, pour £ > 3 (on ne demande pas la justification

par récurrence) puis celle de ag, k > 3. Expliciter la série obtenue pour y(z).
(e) La dérivation terme & terme pour la série obtenue est-elle justifiée, & ce stade ?

3. Donner une expression de la solution recherchée y en utilisant la fonction sh.

Exercice 4. (hors baréme)
Soit
f(z) =2+ 3sin(x) — cos(5x).
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Montrer que / |f(z)|? dz = 187.
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