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Exercice 1. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[, on pose fn(x) =
n cosx√
n2 + x2

.

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge simplement sur [0,+∞[ vers une

fonction f qu’on déterminera .

2. En utilisant la suite xn = 2nπ, montrer que la convergence de la suite (fn)n∈N∗ n’est pas

uniforme sur [0,+∞[.

3. Dans cette question on se propose de montrer que la la suite (fn)n∈N∗ converge uni-

formément sur [0,M ], pour tout M > 0. On rappel l’inégalité :

∀a ∈ R, ∀b ∈ R, 0 < a ≤ b,
√
b−
√
a ≤ 1

2
√
a

(b− a)

(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[, on a

|f(x)− fn(x)| ≤ x2

2n2
.

(b) Conclure.

4. Déterminer lim
n→+∞

∫ π

0

fn(x) dx.

Exercice 2. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[, on pose fn(x) = nxe−nx
2

.

1. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn(x) converge simplement sur [0,+∞[.

On désigne par f(x) sa somme.

2. (a) Déterminer sup
x∈[0,+∞[

|fn(x)|. La convergence de la série est-t-elle normale sur [0,+∞[ ?

(b) Montrer que la convergence est normale sur [a,+∞[, pour tout a > 0

3. Calculer

∫ x

1

f(t) dt, x > 0. Utiliser l’identité
+∞∑
n=1

qn =
q

1− q
, valable pour tout |q| < 1.

En déduire que

∀x ∈]0,+∞[, f(x) =
xe−x

2

(1− e−x2)2
.



4. Déterminer lim
x→0

f(x). En déduire que la convergence de la série
∑
n≥1

fn(x) n’est pas uni-

forme sur [0,+∞[.

Exercice 3. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[, on pose

fn(x) =
1

n
− 1

n+ x
=

x

n(n+ x)
.

1. Montrer que la série de fonctions
∑
n≥1

fn(x) converge simplement sur [0,+∞[.

On désigne par f(x) sa somme.

2. Soit a > 0. Montrer que la série
∑
n≥1

fn(x) converge normalement sur [0, a].

3. Montrer que f est continue sur [0,+∞[.

4. Montrer que f est dérivable sur [0,+∞[.

5. Montrer que

∀x ∈ [0,+∞[, f(x+ 1)− f(x) =
1

x+ 1
.


