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Dans tout ce chapitre, E' désigne un espace vectoriel réel.

3.1 Définitions

Définition 31. On appelle produit scalaire sur E toute application bilinéaire b symétrique telle
que

o YueFE, b(u,u) >0 (b est positive),
o VueE, b(u,u)=0=u=0 (b est définie).

Remarque. Dans la pratique, pour prouver qu’une application b: E'x ¥ — R est un produit scalaire,
on vérifiera successivement que

e b est une application symétrique (b(u,v) = b(v,u) pour tout (u,b) € E x E),
e b est linéaire en I'une des deux variables (b(Au +u’,v) = Ab(u,v) + b(u',v)),
e b est positive : Yu e E,b(u,u) >0,

e b est définie : Vu e E,b(u,u) =0=u=0.

Définition 32. Un espace vectoriel réel £ muni d’un produit scalaire b est appelé espace préhil-
bertien. Si, de plus, E est de dimension finie, on dit que (E,b) est un espace euclidien.

Usuellement, pour noter un produit scalaire, on utilisera la notation (u,v) plutét que b(u,v).
On trouve aussi les notations w.v, (uv) ou bien (en mécanique quantique particuliérement) (ulv).
Dans ce cours, nous utiliserons uniquement la premiére notation : (u,v) (lire “produit scalaire de
u avec v” ou, de maniére abrégée “u scalaire v”).

Il arrive fréquemment qu’un espace E soit muni d’un produit scalaire canonique (comme nous
le verrons dans la section suivante). Dans ce cas, plutot que noter (E, (-,-)), on omettra le produit
scalaire et on parlera de l’espace préhilbertien (ou euclidien) E sans faire référence au produit
scalaire.
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3.2 Exemples de référence

1. L’exemple fondamental d’espace euclidien est ’espace E = R™ muni du produit scalaire

n
(u,v) = ugvy + - + Uy = Zuwh
i=1

ot on anoté u=(uy,...,u,) et v=__(v1,...,v,) les coordonnées de u et v dans la base canonique
de R™.
Montrons que (-,-) est un produit scalaire. C’est tout d’abord une forme bilinéaire symétrique.

Remarquons ensuite que, pour tout u € E, {(u, u) = u% +o 4 ui est une somme de termes positifs

ou nuls. On a donc {(u,u) > 0. De plus, si (u,u) = 0, cela signifie que chacun des termes de la
somme est nul : u? = u3 = - = w2, autrement dit u = (0,...,0) = Og. Autrement dit (-,-) est
défini positif. C’est donc un produit scalaire.

2. L’espace E = M, ,(R) outn, p € N* est muni du produit scalaire (A, B) = tr(*A.B) = ¥’y £F_) aijbi;.
C’est un produit scalaire car, comme pour R™, on a que (4, A) =¥, ? 1(aij)? est une somme

de termes positifs ou nuls donc toujours positive et nulle si et seulement si tous les termes sont
nuls.

Remarquons que ce produit scalaire redonne lorsque p = 1 (resp. n = 1) le produit scalaire usuel
sur R™ (resp. RP).

3. Soient a,b € R avec a < b. Alors l'espace E = C([a,b],R) des fonctions continues sur l'intervalle
[a,b] et & valeurs dans R est un espace préhilbertien pour le produit scalaire

(f.9)= /abf(t)g(t)dt.

En effet, on voit que (-,-) est une forme bilinéaire symétrique. Par ailleurs, on a que, si f =g,

(.= [ 020,

ce qui montre que (-,-) est positif. Reste & voir que, si (f,f) =0, on a f = 0. Ceci est une
conséquence de la proposition suivante :

Proposition 33. Soit g une fonction continue sur lintervalle [a,b] telle que g > 0 (c’est-a-dire,

b
Vt e [a,b],g(t) 20). Alors, si /A g(t)dt =0, on a g=0 : Vte[a,b],g9(t) =0.

Démonstration. Puisque g est continue sur [a,b], g admet une primitive G sur [a,b], par exemple
xr
G(x) = f g(t)dt. Si z,y € [a,b] avec <y, on a
a

Gy -G) = [ gttt >0,

donc G est croissante. Or, par hypothese, G(b) = G(a) = 0. G est donc constante. Comme G est
dérivable sur ]a,b[ avec G'(t) = g(t), on a 0 = G'(t) = g(t) pour tout t €]a,b[. La fonction g étant
continue, on a également g(a) = g(b) = 0 (pour voir que g(a) = 0, on peut dire, par exemple, que
a =lim, e a+1/n, donc g(a) = g(limy—eo a + 1/n) =lim, e g(a + 1/n) = 0, idem pour b). O

3.3 Caractérisation matricielle

Soit b une forme bilinéaire sur E, un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit B = (ey, ..., e,)

une base de E. On rappelle que la matrice représentative de b dans la base B est B = Matg(b) =

(b(es,e5))1<ij<n- On a alors, si u=wujer + -+ upe, et v ="2viey + -+ vyep, b(u,v) = ‘UBV avec U
Ul (%)

(resp. V) la matrice colonne U =| t | (resp. V. =| ¢ |). On a alors que b est un produit scalaire
Up, Up,

si se seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

e B est symétrique : 'B = B,
e B est positive : VX € M ,(R), ‘X.B.X >0,
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e B est définie : VX € My ,(R), 'X.B.X=0=X =0.

On note

e S’ l'ensemble des matrices symétriques réelles positives et

e S'* lensemble des matrices symétriques réelles définies positives.

Par exemple, si a,b sont deux réels, on a

a 0

(a O)ES;;@aZOetb?O; (0 b

++
0 b )eSn <a>0et b>0.

Donnons maintenant un critére pratique pour déterminer si une matrice symétrique est définie
positive :

Théoréme 34. Soit B € M, (R), B = (b;;)1<i,j<n une matrice symétrique. Alors B est définie
positive si et seulement si on a

b b bir bz b3 bir - bin
b1y > O7 bll b12 > O7 b21 b22 b23 > 0, e S 1>0.
2 T b3 bz b33 bpi - bun

La preuve de ce résultat s’inspire de techniques que nous développerons dans le prochain cha-
pitre. Elle est d’un niveau plus élevé que les autres preuves de ce cours et peut donc étre omise.

Soit b la forme bilinéaire symétrique associée a B : b(X,Y) = ‘X BY. Nous allons montrer par
récurrence sur k que b est définie positive sur Vect(eq,...,ex) avec (eq,...,e,) la base canonique
de E = M,, 1(R). Le théoréme 34 en découlera en prenant k = n.

Nous aurons besoin des deux définitions suivantes :
e b est dite non-dégénérée si le noyau de b
Ker (b) :={ue E|Vve E, b(u,v) =0}
est réduit a {0}.
e Si F est un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F' le sous-espace vectoriel

F*={uecENVveF, blu,v)=0}.

Donnons maintenant deux lemmes qui nous seront utiles dans la preuve du théoréme 34. Nous
donnons une formulation volontairement plus générale que celle qui nous intéressera par la suite.

Lemme 35. Soient b une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E de dimension finie et B =
(e1,...,€n) une base de E. Alors b est non-dégénérée si et seulement si det(B) # 0 avec B =
Matg(b). On a alors que u— b(u,-) est un isomorphisme entre E et E*.

U1
Démonstration. Si det(B) =0, il existe U € M,, 1(R), U= : | #0 tel que BU = 0. En particulier,
Un
U1
pour tout V =| : |, on a WBU = 0. Autrement dit, si u = uje + - + unen €t v = vieg + -Vpep
Un

quelconque, on a b(v,u) =0 : 0 # u € Ker (b). La forme b est donc dégénérée.
Inversément, si u € Ker (b), on a, en reprenant les notations précédentes, que pour tout V €
0
M, 1(R), VBU = 0. En particulier, si V = ¢; = | 1|, on a (pour tout i) que la i-éme composante de
0
BU est nulle, c’est-a-dire BU =0 et donc det(B) # 0.
Si b est non-dégénérée, lapplication u — b(u,-) est injective. En effet, b(u,) = 0 < Yv €

E, b(u,v) =0 < u € Ker (b). Comme E et E* ont méme dimension, cette application est un
isomorphisme. O



32 3.3 Caractérisation matricielle

Lemme 36. Soit b une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel de dimension finie n. Alors, si
F est un sous-espace vectoriel de E, F* est un sous-espace vectoriel de E de dimension dim(F'*) =
n—dim(F).

Ce résultat sera montré a nouveau dans le cas (plus simple) ot b est un produit scalaire (voir
la proposition 51 et la section 4.3).

Démonstration. Soient k = dim(F') et (eq,...,

er) une base de F. Comme u +— b(u,-) est un
isomorphisme, les formes linéaires ¢; = b(e;,-) (i =

1,...,k) forment une famille libre de E* et

k
F* = (M Ker (p;). Complétons (¢1,...,¢%) en une base de E* et notons (f1,...,fn) la base
i=1
antéduale.
Soit G = Vect(fr+1,.--,fn). Ona p;i(f;) =0siie{l,....,k} et je{k+1,...,n}, donc les f;,
j2k+1sont dans F* : G c F*. Inversément, si u ¢ G, u = uy f1 +++ + Ug fio + U1 fre1 + o+ Un [, AU

moins un des uq,. .., ux est non nul, choisissons-en un : u,;. On a alors ¢;(u) = u; # 0 (par définition
de la base antéduale) et donc u ¢ F*.

Nous avons donc montré F* = G, d’ot dim(F*) = dim(G) = n - k. O
Preuve du Théoréme 34. Comme nous 'indiquions aprés I’énoncé du théoréme, nous allons mon-
trer que la forme bilinéaire b est définie positive sur chacun des Vect(ey,...,er) par une récurrence
sur k. Plus précisément, nous allons construire une base B = (f1,..., fn) de vecteurs tels que

b(fi, f;) =0sii#jetb(fi, fi) >0, ce qui montrera que b, la forme linéaire associée a B est définie
positive.

e Si k=1, F} = Vect(ey) est de dimension 1. Choisissons f; € F; ~ {0} arbitrairement.

e Supposons que nous avons montré que b est définie positive sur Fj, pour un certain k > 1, k <n.
b est non-dégénérée sur E = M, 1(R) car, par hypothése

bll bln

det(Mate, . c,)(b)) =det(B) = | : >0

bnl o bnn

(voir le lemme 35). En utilisant le lemme 2, nous en déduisons que Fj' est un sous-espace vectoriel
de E de dimension n — k. Or, si u € F, n F, on a b(u,u) = 0 par définition de F;;. Comme b est
définie positive sur Fj, cela impose u = 0. Nous avons donc montré que FynF} = {0}. On a alors
dim(Fy, ® F}) = dim(Fy) + dim(F) =k+ (n-k) =n, d’ou

E=F,oFp.
On a alors que Fj; N Fjyy est de dimension 1 (dim(Fj41) +dim(F;) =n+ 1 >n donc dim(F) n
Fii1) >0 et dim(Fye1) > dim(Fg) + dim(FE 0 Fieq) ie. b+ 12 k+dim(Fjf 0 Fyq).

Soit fr+1 € Fif 0 Fli1, fre1 # 0. Alors fi41 est linéairement indépendant de (fi,..., f), la famille
(f1s--+, fu+1) est donc libre. De plus, comme fj.1 € Fif on a b( fr+1, fi) = 0 pour tout i < k. On
a donc que la matrice de b (restreinte & F.1) dans la base (f1,..., fr+1) est diagonale :

C1 0

Mat(flv“vfk+1) (b|Fk+1 ) =
0 Ck+1

Par hypothése de récurrence, ¢; > pour tout ¢ < k. Reste donc & voir ¢iyq > 0. Soit Px,1 la matrice
de passage de (ey,...,ex+1) & (f1,..., fr+1). Alors, en utilisant la formule (2.2.4), on a

Mat(flv---7fk+1)(b|Fk+1) = tP’ﬁ'l Ma‘t(€1,--~7€k+1)(b|Fk+1)Pk+1'
En prenant le déterminant :

b11 S W

C1'"CxCk+1 = det(Pk+1)2 > 0.

bk+1,1 bk+1,k+1
Comme ¢; = b(f;, fi) >0 pour tout i < k, on en déduit cpy1 = b(frs1, fre1) > 0.

On a donc trouvé une base dans laquelle la matrice de b est diagonale avec uniquement des termes
strictement positifs (sur la diagonale) : b est définie positive. O
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3.4 Deux inégalités fondamentales

Définition 37. Soient (F,(-,-)) un espace préhilbertien réel et u € E. Puisque (u,u) > 0, on peut
extraire sa racine carrée. On note donc |u| = \/{u, u) la norme de u. Cette norme est dite associée
au produit scalaire (-, -).

Dans le cas ott E'=R? muni du produit scalaire usuel, on a | (z1,72)| = /22 + 22, c’est-a-dire

que la norme représente la longueur du vecteur (z1,x2).
Remarquons que |uf 20, |ul| = 0 si et seulement si =0 et que [Aul| = |A| [u] si A eR.

Définition 38. Un vecteur u € E est dit unitaire si |u| = 1.
On a les résultats fondamentaux suivants (Théorémes 39 et 41) :

Théoréme 39 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient u,v € E, on a
I{u, )| < [Ju][v].
De plus, on a égalité (|(u,v)| = |ull.|v]) si et seulement si la famille (u,v) est liée.

Démonstration. Soient u et v deux vecteurs de E. Si u =0, on a {u,v) =0 et |ul.|v]| = 0 donc
linégalité de Cauchy-Schwarz est satisfaite dans ce cas. C’est méme une égalité et la famille (u,v)
est liée.
Nous pouvons donc supposer que u # 0. Considérons maintenant ’application p qui & tout ¢ € R
associe
p(t) = [tu+v||? = (tu+ v, tu + v).

Par bilinéarité du produit scalaire, on a
p(t) = *{u, u) + 2t(u, v) + (v, 0) = £ u]? + 2t(u, v) + o]

Donc p est un trindme en ¢. Comme p(t) > 0 pour tout ¢ € R, le discriminant de p est négatif ou
nul :
A = 4u, ) = 4ful? o> <0 soit  (u,0)* < ul?.[o]*.

En prenant la racine carrée, nous obtenons 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Examinons maintenant
le cas d’égalité :

[{w, v} = [ul.|o]| = A =0
< p a une racine double t5 € R
< g eR, |tou+v|?*=0

< g eR, tou+v=0g < u et v sont liés.

Remarquons qu’on a toujours (u,v) < |(u,v)]. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 40. Soient u,v e E, on a
(u, v) <ul.v]

avec €égalité si et seulement si u et v sont positivement li€s, c’est-a-dire si u et v sont tous les deux
nuls ou si u (resp. v) est non nul et qu’il existe a > 0 tel que v = au (resp. u = aw).

Démonstration. Nous avons déja montré que l'inégalité est vraie, reste & voir le cas d’égalité.
Excluons le cas u = v =0 qui est évident. Ensuite, remarquons que, comme

{u, 0) < [(u, v} < [u. v,

on doit avoir |(u,v)| = |u].|v| (inégalité dans Cauchy-Schwarz) et (u,v) = |(u,v)| > 0. Supposons,
par exemple, que u # 0. On a alors v = qu pour un certain « € R car la famille (u,v) est liée.
Comme 0 < (u,v) = afu,u) = aful?, on voit que a >0, ce qui conclut la preuve du corollaire. [

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer de nombreuses inégalités :

©3.4.1

Tournons-nous maintenant vers la seconde inégalité fondamentale :

©3.4.1: rg:

Faire ici
une liste
d’exemples



34 3.4 Deux inégalités fondamentales

Théoréme 41 (Inégalité de Minkowski). Soient u,v € E, on a
lw+ ol < fluf + vl
avec €égalité si et seulement st u et v sont positivement liés.
Démonstration. On calcule
[ +v|? = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = |[u]® + [v]|* + 2(u,v).
En utilisant le corollaire 40, on a alors
Ju+ o < Jul® + o * + 2u]-Jo] = (Ju] + Jo])>.

En prenant la racine carrée de cette inégalité, on obtient 'inégalité de Minkowski.

Pour obtenir le cas d’égalité, remarquons que le seul moment ot, dans les calculs, nous avons
introduit une inégalité, est lorsque nous avons remplacé (ou plus exactement majoré) (u,v) par
|ul.|v|. Nous aurons donc égalité dans 'inégalité de Minkowski si et seulement si nous avons
(u,v) = |ul|.|v|, c’est-a-dire si u et v sont positivement liés. O

Remarquons que le concept de norme en mathématiques est plus étendu que celui que nous
venons de voir :

Définition 42. Soit E un R-espace vectoriel. Une application || - | : E - R est appelée norme sur
FE si elle satisfait les trois conditions suivantes :

Yue B, |u] >0,

VueFE, |u| =0 < u=0g,

VueE,AeR, |Auf = A ul,

Vu,ve B, |Ju+v| <|ul +|v| (inégalité triangulaire).

Remarquons une conséquence importante de l'inégalité triangulaire. On peut toujours écrire,
pour tous x,y € E, |z] = [z -y +y| < |z -y| + |y|, donc [z] - |y| < |z - y|. En inversant les roles
de z et y, on trouve de méme —||z| + |y| < ||z - y|, d’ou

] =yl <z -yl (3.4.1)

Il existe des normes qui ne peuvent pas étre obtenues & partir d’un produit scalaire, citons par
exemple les deux normes suivantes sur R (n > 2) :

n
luly =3 lwil, [l = max o).

i i€{1,...,n}

Pour montrer que ces normes ne peuvent étre obtenues & partir d’un produit scalaire, remarquons
le résultat suivant :

Proposition 43 (Identité du parallélogramme). Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien. Notons |- |
la norme associée au produit scalaire (|u|? = (u,u)). Alors on a lidentité suivante : (identité du
parallélogramme )

Ju+ o[+ u—v]* = 2(Ju]® + o]*) (34.2)

Démonstration. La preuve est un simple calcul :

fw+v)? + u-v|? = (u+v,u+v)+ (u-v,u-10)
((u, u) + (u,v) + {(v,u) + {v,0v)) + ({(u,u) = {(u,v) = (v,u) + (v,v))
2(u, u) +2(v,v) = 2(|Jul® + [v]?).

Prenons par exemple les vecteurs u = (1,1,0,...,0) et v=(0,1,0,...,0) de R™. On a alors

[u+v]e =[(1,2,0,...,0)|c =2, [u—v]e =](1,0,0,...,0)]s = 1.
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Donc |u+v|2 + |u-v||%4 =22+ 12 =5 alors que

2([lul% + [v]2) = 2(1% +1%) =2 5,
ce qui montre que lidentité du parallélogramme n’est pas satisfaite pour la norme || - | . De la
méme maniére, si v =(1,1,0,...,0) et v=(1,-1,0,...,0) on a

H’U,+”UH1 = H(270a0770)‘|1 =2, HU_"UHI = H(O7270a70)|‘1 =2

Donc ||u+v|? + |u—v|? = 8 alors que

2Jul} + ol = 2(2° +2) = 16 48
La norme | - |1 ne satisfait donc pas non plus I'identité du parallélogramme. Ces deux normes ne
sont sont donc associée a aucun produit scalaire sur R".

On peut démontrer également que la réciproque est vraie : I'identité (3.4.2) est satisfaite si et

seulement si la norme | - | est associée & un produit scalaire. C’est le théoréme de Fréchet—von
Neumann-Jordan :

Théoréme 44. Soit | - | une norme sur un espace euclidien E. Alors il existe un produit scalaire
(-,-) telle que | -|| dérive de ce produit scalaire (Vx € E,|z|? = (x,2)) si et seulement si la norme
| - || satisfait lidentité du parallélogramme :

Va,y € B, |z +yl* + |z - yl* = 2(J2]* + |y )*)-
Démonstration. Nous avons déja vu qu’une norme issue d’un produit scalaire satisfaisait ’'identité
du parallélogramme. Il nous reste donc & voir la réciproque. Pour cela, nous allons construire le
candidat au produit scalaire : Posons
1
f(z,y) = 7 (le+yl® =z -y]?)

et remarquons que f est symétrique en x et y et que f(x,0) = 0. Montrons ensuite que

Va,y,z € B, f(z,y+2) = f(z,y) + f(z,2).
On a 1

fay+2) = (lzry+zl” =z -y-2").

Appliquons I'identité du parallélogramme & 5 +y et 3+ 2 :

|z +y+ 2>+ z\|2—H§+ +E+z2+ Liy-2 22—2H$+ 2+2Hw+z2
Y L PR 2 "V 2Ty 2
De méme,
2 2 2 2
lo-y-2l® 4 ly-212 =5 -y 52| +|5-u-5 42 =2[5-9] +2|5 -+
En soustrayant, on obtient alors
1
f(x,y+2)=1[||ff+y+2\|2+Hy—ZIIQ—Hx—y—ZHQ—Hy—ZHQ]
1 Hx+ 2+ x+ 2 Hx 2 T 2
=== —+z| —-|=- -ll=-z
LR P S B P

(u)r(s)

En prenant en particulier z = 0 (resp. y = 0), on trouve f(z,y) = 2f(x/2,y) (resp. f(z,z) =
2f(z/2,2)), don
f(x,y+z) :f(fr7y)+f(x,2).

Tout ce qu’il nous reste a faire est de voir que f(x,\y) = Af(z,y) pour tout A € R. Or, par
une récurrence simple, on a que, pour tout p € Z, f(x,py) = pf(z,y). Donc, pour tout ¢ € N*,
flx,y) = f(z,qy/q) = af (z,y/q) et f(x,y/q) =1/qf(x,y). En combinant ces deux faits, on obtient
donc que f(z,p/qy) = p/af(x,y). Nous avons démontré que f(z,\y) = Af(z,y) pour tout A € Q.

Pour passer de A € Q a A € R, il nous faut montrer que lapplication A — f(z, \y) est continue.
Ceci dérive du fait que les applications A ~ || + Ay| et A = |z — Ay| sont continues. Pour le voir,
on utilise I'inégalité (3.4.1) :

2+ Myl =z + XNyl < (@ + Ay) = (@ + Ny) | = [(A= Xy = A= N[yl

d’ott on voit que A~ |z + Ay| est Lipschitzienne. O
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Disposer d’'une norme sur un espace vectoriel E permet de définir une distance entre deux
éléments de E par la formule suivante :

d(z,y) = [z -yl
La notion de distance est une notion encore plus vaste que celle d’une norme. En effet, il est possible
de définir une distance sur n’importe quel ensemble X. De maniére axiomatique, une distance est
une application d: X x X — R telle que
1. d est symétrique : Vz,y € X, d(z,y) = d(y, ),

2. d est toujours positive : Y,y € X, d(z,y) >0,

3. d sépare les points : Vz,y € X, d(z,y)=0< =1y,

N

. d satisfait 'inégalité triangulaire : Va,y,z € X, d(x,2) <d(x,y) +d(y, 2).

On voit facilement que la distance d(z,y) = |z — y|| que nous avons définie plus haut satisfait ces
quatre axiomes. Mais il est possible de définir d’autres distances, par exemple (sur n’importe quel
ensemble X) :

1six+y,

d(a.y) - {

0siz=y.

L’étude des espaces métriques (i.e. des ensembles munis d’une distance) est un pan entier des
mathématiques appelé topologie des espaces métriques.

3.5 Angle entre deux vecteurs

Définition 45. Soient u et v deux vecteurs non nuls de F. En utilisant 'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a que |(1|L’T>| € [-1,1]. Il existe donc un unique 8 € [0, 7] tel que cos(f) = |(u|,1|))|
uf o ul Jo

est appelé I'angle entre les vecteurs u et v.

Exemple. Dans R?® muni du produit scalaire usuel, cnosiérons = = (1,0,1) et y = (1,1,0). Alors
lz] = [yl = V2 et (2,y) =1, d'on
1
cos(0) = (z,y) 1
lzllyl 2

et 0 = /3 est Pangle géométrique entre z et y.

Proposition 46. Soient u et v deux vecteurs non-nuls de E et 0 l’angle entre ces deux vecteurs.
Alors

e 0=0< u et v sont positivement liés (u= v avec A >0),

o 0 =7 < u et v sont négativement liés (u = v avec A<0).

Démonstration. On utilise ici le cas d’égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Si 6 =0 ou 7, on
{u,v)
lul vl
non nuls, on a u = Av avec A € R*.
Sif=0, Av|?=(\v,v) = (u,v) = |u| |[v| >0 donc A > 0.
De méme si 0 = 7, A|v]? = (\v,v) = (u,v) = —|u|| |v] <0 donc A <O0. O

a = +1 donc |{(u,v)| = |u| |v| d’ott on tire que u et v sont colinéaires. Comme u et v sont

Dans le cas particulier ou 0 = 7/2, c’est-a-dire si (u,v) = 0, les vecteurs u et v sont dits
perpendiculaires ou orthogonauz. Comme la condition (u,v) = 0 fait sens méme si v ou v est nul,
on dira que u et v sont orthogonaux deés lors que (u,v) = 0. On notera w L v pour signifier que u et
v sont orthogonaux.
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3.6 Orthogonalité

Nous allons maintenant étudier plus en détail la notion d’orthogonalité. Le premier théoréme
(fondamental) est celui de Pythagore :

Théoréme 47 (Théoréme de Pythagore). Soient u et v deuz vecteurs de E. Alors on a
ulve futo]®=ul® + Jol]* < Ju-v]* = Jul*+ o).
Démonstration. Pour la premiére équivalence, on écrit
lu+v]? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,0) + (0,0) + {v,0) = |ul]* +2{u,v) + Jo]*.

On voit donc que v L v si et seulement si |u+v|? = |ul|? + |v]?. De méme, on a

Ju=[? = Jul? = 2(u, v) + 0],
ce qui montre I'équivalence u L v < |u —v|? = |u]? + |v]>. O
Remarquons également les deux équivalences suivantes :
Proposition 48. Soient u et v deuzr vecteurs de E
o |u| =|v]| < (u+v) L (u—v) (identité du losange),
e |u+v|=|u-v| < ulv (identité du rectangle).

Démonstration. Pour démontrer 'identité du losange, il suffit de voir que |ul|? - |v]? = (u+v, u-v).
De méme, pour I'identité du rectangle, |u +v||? - ||u —v|? = 4{u, v). O

Remarquons que nous avons utilisé plusieurs identités permettant d’obtenir le produit scalaire
(u, v) en fonction de certaines normes. Ces identités sont dites de polarisation. Regroupons-les ici :

Proposition 49 (Identités de polarisation). Soient u et v deux vecteurs de E, on a

1

(u,0) = 5 (Ju+ ol = Jul? = [o]?),
1

(u,0) = 5 (Jul + Jol® - - o])
1

(u,0) = ¢ (Ju+ ol = Ju=ol?).

Nous allons maintenant étendre la notion d’orthogonalité a des parties de F :

Définition 50. e Soient A et B deux partes de E. On dit que A et B sont orthogonales (noté
A L B) si et seulement si tous les vecteurs de A sont orthogonaux aux vecteurs de B :

Yue A, Vv e B, (u,v) =0.

e Soit A une partie de F, on appelle orthogonal de A ’ensemble
At ={ue E|Vve A (u,v) =0}.
Proposition 51. Soit A une partie de E. Alors on a les propriétés suivantes :
1. A1 A4
At est un sous-espace vectoriel de E,
Si Ac B, Bt c At,
At = (Vect(A))*,
Ac(Ah)Y,

S

si A est un sous-espace vectoriel de E, An A+ ={0}. Si, de plus, E est de dimension finie,
E=Aa At et (AY)r = A.

Démonstration. 1. Par définition, pour tout u € A*, on a Vv € A, (u,v) = 0, ce qui montre que
A1 AL
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2. Comme, pour tout vecteur v € F, on a (0g,v) =0, on a 0 € A*. De plus, soient uq,us € A* et
A eRR, alors on a
VoeA, (Mg +ug) = Mug,v) + (ug,v) =0,

car ui,us € A*, ce qui montre que Auj +ug € At. A* est donc un sous-espace vectoriel de E.

3. Soit u € B*, on a Yv € B,(u,v) = 0. En particulier, Vv € A, (u,v) = 0, c’est-a-dire u € A*. Ceci
montre que Bt c A*.

4. Comme A c Vect(A), on a (Vect(A))* c At. Reste donc a voir que A* c (Vect(A))*. Or, si
v € Vect(A), il existe vy,...,vx € A, A,..., A\, € R tels que v = Ajvg + - + Agvg. Donc, si u e A*,
on a

(u,v) = (u, A1+ + Apvg ) = Ar{u,v1) + -+ A, vr) =0

car, comme vq,...,0; € A, on a {u,v1) = -+ = (u,vg) = 0. On a donc, pour tout u € A+, Vv €
Vect(A), (u,v) =0, c’est-a-dire u € (Vect(A))*.

5. Soit u € A. Alors, par définition de A*, on a, pour tout v € A*, (u,v) =0, c’est-a-dire u € (A*)*.

6. Soit u € An A*. Alors, comme u € A*, on a, pour tout v € A, (u,v) =0. Or u € A, donc, en
particulier, (u,u) = 0. Comme le produit scalaire est défini, on en déduit u =0g.
Pour démontrer les résultats lorsque F est de dimension finie, nous aurons besoin de plus
d’outils. Voir la section 4.3. O

3.7 Exercices

Exercice 3.1. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz (en précisant ’espace préhilbertien
(E,(.,.)) dans lequel on travaille et les vecteurs concernés) établir les inégalités suivantes et étudier
les cas d’égalité :

1. V(z1,22,...,2,) € R", |24 +172+...+177,|Sﬁ(x%+x§+...+g;i)l/2;
2. V(z1,x9,...,2,) € (R})", (x1+x2+...+xn)(i+i+...+Iin)>n2;

n
1
3. Z\/Ein\/n+ ;
k=1 2

4. VM € M,(R), tr(M)? <ntr(*M - M) ;

5. Pour toute fonction f continue et strictement positive sur [a,b], avec a < b, on a

([abf(t)dt)([abf(lt)dt) > (b-a)>

Exercice 3.2. Soient u=(1,1,1,1) et v=(1-z,7 - y,y - 2,2) deux vecteurs de R*.
1. Montrer que (u,v) = 1.

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, résoudre dans R* ’équation suivante
1
(1-2) + (=) (y-2)*+ 22 = |,

Exercice 3.3. Soient E = R? et a,b, ¢,d € R. Notons ¢ la forme bilinéaire définie pour tous vecteurs
u = (x1,22) et v = (y1,¥2) par (u,v) = ax1y1 + brays + crayr + dr1ys. A quelles conditions sur
a,b,c,d, a-t-on que ¢ est un produit scalaire sur £ ?

Exercice 3.4. Soit FE = R?.

1. Prouver que la forme bilinéaire b dont la matrice dans la base canonique B = (e1,e3) est B =

(1 ;) est un produit scalaire sur F.

2. En déduire que Y(z,y) € R?, [22 + 3y| < V/5\/22 + 2y + 292
Exercice 3.5. Soit £ = C'([0,1],R).
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1. Prouver que 'application b de E? dans R définie par

1
b(f.9) = F(O)9(0)+ [ f/(D)g' ()t
est un produit scalaire sur F.

2. Définir la norme | - || issue de b.

3. Prouver que pour toute fonction f € F, on a

)+ [

<\/5\/f(0)2+ [z



40

3.7 Exercices




