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� ��

���
� � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��� �����
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� �	 �
����
	� ���� �	����� �� ����
��
	� E ������	 �� K�	����	 �	���
�	� �	 ���	�����
���	 n� �� ���	 A(E2,K) �	 K�	����	 �	���
�	� �	� ������������ �	 E2 �	
� K� �� f ∈ A(E2,K) 	�(u, v) ∈ E2� �� ���	
�

f(u, v) = f((u, v)).
��� ������	
���

��������� �	
 ��	 ��
�	 ��������
	 ��
 E 	�� ��	 ����������� b ∶ E2 → K ��� 	�� ������
	 	�
�
����	 �	 �	� ��
����	�� ��	�������
	 ��	� ���
 ���� �
���	� (u, v,w) ∈ E 	� ���� α ∈ K� �� �

b(αu + v,w) = αb(u,w) + b(v,w)  �����
��� 	� �� �
	��!
	 ��
����	",

b(w,αu + v) = αb(w,u) + b(w, v)  �����
��� 	� �� �	�#�!�	 ��
����	".

�� ���	 B(E) ��	��	���	 �	� ��
�	� ��������
	� ��
 E� ��	 ��
�	 ������
	 ������ ���� �	�#
������������ ������
	� �	 E �	
� E∗ �	 �� ����!
	 �������	� $ ���� u ∈ E� �� �	�� ������	
 �� ��
�	
������
	 b(u, ⋅) ∈ E∗  
	��� b(⋅, u) ∈ E∗" �����	 ��


b(u, ⋅) ∶ v ↦ b(u, v)  
	��� b(⋅, u) ∶ v ↦ b(v, u)"
	�� ���	
���	��� �� Φ ∶ E → E∗ 	�� ��	 ����������� ������
	� �� �	�� ��� ������	
 �� ��
�	 ��������
	
ϕ(u, v) = (Φ(u))(v)� %	� �	�# ���
������ ���� ���	
�	� ����	 �	 �����
	�

���
������� ��
 ���������� B(E) 	�� 
����� �
�
���
��� ��� E ��� �� ����������� ������
�� 	�A(E2,K)�
&��� �	

��� ���� ���� �	 ������ �	 dimB(E)  ���
 �� �	����� '�'"�

����������
��� (� )������������ ����	 O �	 E2 �	
� K 	�� ����
	�	�� ��������
	 ���� O ∈ B(E)�
'� �� b1, b2 ∈ B(E) 	� λ ∈ K� ���
� λb1 + b2 ∈ B(E) * �� ��
�������� 	�� �����	�

��������� (� �� b ∈ B(E)� ���
�� ���
 ���� u ∈ E� �� � b(0E , u) = b(u,0E) = 0�

'� �� b ∈ B(E)� Im(b) = {b(u, v), (u, v) ∈ E2} 	�� ��	 ��
��	 �	 K �����	 ��
 �������������� ��
 ��
������
	  �� α = b(u, v)� λα = b(λu, v) ∈ Im(b)"� �	�# ��� �	 ���
	 �	 �
��	��	��� ���� Im(b) = {0}
	� ���� �	 ��� b = O� ���� Im(b) ≠ {0}� �� ���� ���
� ��	 Im(b) = K�



�� ��� ����� �	�
����� �� B(E)
������� �����	���� 
�	�
�	� 	
	���	� �	 ����	� ���������	� �

�� ������� ��	
���	��� 
 �� ϕ,ψ ∈ E∗� ����� �������������

ϕ⊗ ψ ∶ E2 → K(u, v) ↦ ϕ(u)ψ(v)
	�� ��	 ����	 ���������	 ��� E ����	 ϕ �	�����	� ψ��

�� ���� E = R
2 ������������� �����	 ��� b((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 + y1y2 	�� ��	 ����	 ���������	

���	�� �	 ������� �������	 ���	� ��� R2�� �	 ���	 ��� E = R
3� �������������

b((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = x1x2 + y1y2 + z1z2
	�� ��	 ����	 ���������	�  ��� �� 	� 	
���	 ��	� ������	�� !�� 	
	���	

b((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = 3x1y2 − 8y1y2 + 4z1y2 − 7x1z2

	�� ��	 ����	 ���������	 ��� R3� "� ��������� �	 ��	��	� 	
	���	� �	��	 �	���#�	 ����	 ���������	
�	�� �	 ���	� b = 3e∗

1 ⊗ e∗
2 − 8e∗

2 ⊗ e∗
2 + 4e∗

3 ⊗ e∗
2 − 7e∗

1 ⊗ e∗
3.

$� ���� E = R[X]� ������������� b ∶ E2 → R �����	 ��� b(P,Q) = P (0)Q′(1) + 3P ′(0)Q(1) 	�� ��	
����	 ���������	� %� � &� 
�	 �	� ������������ ϕα ∶ P ↦ P (α) 	� ψα ∶ P ↦ P ′(α) ���� �	� ����	�
�������	� ��� R[X] 	� �� �	�� �����	 b = ϕ0 ⊗ψ1 + 3ψ0 ⊗ϕ1.

'� �� E = Mn(K)� ������������� b(A,B) = tr(AB) 	�� ��	 ����	 ���������	 ��� E� �	 ���	�
b(A,B) = tr(tAB)

(� �� E = C(R,R)� ������������� b �	 E2 &	�� R �����	 ��� b(f, g) = ∫ 1

0
f(t)g(t)dt 	�� ��	 ����	

���������	 ��� E� %� �������� ��������	� ������ ��� 	
	���	 b(f, g) = ∫ 1

0
f(t)g(t2)dt�

��� ����� ����	�
	� 	� B(E)

���� B = (e1, . . . , en) ��	 ���	 �	 E� )������ ����	 ���� �	 �*�����	 ������	��� B∗ = (e∗
1, . . . , e

∗
n)

�� ���	 ����	� +���	���� ��� �� ������	 ���$��� �

∀u ∈ E, u = n∑
i=1

e∗
i (u)ei.

���� b ∈ B(E)� ���� ����	 ����	 �	 &	��	��� (u, v) ∈ E2� �� �� 	� ��������� �� ����������� �	 b�

b(u, v) = b( n∑
i=1

e∗
i (u)ei, v) = n∑

i=1

e∗
i (u)b(ei, v) = n∑

i=1

e∗
i (u)b⎛⎝ei,

n∑
j=1

e∗
j (v)ej⎞⎠ = n∑

i,j=1

e∗
i (u)e∗

j (v)b(ei, ej).
�������

"� ��������� �� �������� �	 ��	
	���	 ������	���� �	 �� �	����� ������	��	� ���� �&��� ���� ������

�	

b = n∑
i,j=1

b(ei, ej)e∗
i ⊗ e∗

j , �������

����	�	�� ���� �	� e∗
i ⊗ e∗

j � 1 ⩽ i, j ⩽ n� ����	�� ��	 ������	 ,���������	 �	 B(E)�  ������� ����-
�	���� 
�	 �	��	 ������	 	�� ����	� ��������� ���� 
�	 ���� �&��� �	� �������	� λij ∈ K �	�� 
�	

b = n∑
i,j=1

λije
∗
i ⊗ e∗

j = O� )��� �&��� 	� ���������	�� ���� ����	 ����	 (k, l) ∈ {1, . . . , n}2�

0 = b(ek, el) = n∑
i,j=1

λije
∗
i (ek)e∗

j (el) = n∑
i,j=1

λijδikδjl = λkl.
���� ���� �	� λkl ���� ����� �	 
�� �����	 
�	 �� ������	 �	� e

∗
i ⊗ e∗

j 	�� ��	 ������	 ����	 �	 B(E)�
"� ������� ���� �&��� ������ �	 �*���#�	 ���&��� �


������� ��� B(E) ��� �� K�����	� 
�	���
�� �� �
����
�� n2 ���� ��� ���� ��� ������ ��� ���

e∗
i ⊗ e∗

j � 1 ⩽ i, j ⩽ n�



������ ��	�
������ 
�

��������	
 ��� ��� 	��
 �
�	
 �	���� ������ �� ������� ������� ��	��� ��� �� ��
� ����� ��

e∗
i ⊗ e∗

j �
� ������ ��� ��
 b↦ b(ei, ej)� ��
�	�	
 ���	��	�	� 
�� ���������� �������� ����	
 U �� V
��
 �������
 ����		�
 ��
 ������		��
 ��
 
������
 u �� v ��	
 �� ��
� B �

U =
⎛⎜⎜⎜⎝
u1
u2⋮
un

⎞⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝
e∗
1(u)
e∗
2(u)⋮
e∗
n(u)

⎞⎟⎟⎟⎠
, V =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
v2⋮
vn

⎞⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝
e∗
1(v)
e∗
2(v)⋮
e∗
n(v)

⎞⎟⎟⎟⎠
.

����	
 B = (b(ei, ej))1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

� �	 � ����


b(u, v) = n∑
i,j=1

e∗
i (u)e∗

j (v)b(ei, ej) = tUBV ����� �

!��
� ���������� �	������

� �� b(u, v) ��	
 �� ��
� B�
"� �� ����
� �� �#���$�� �% ������� �� ��
����� 
��
�	� �

�������� ��� ���� B �
� �	�� �� E� ��	��
��	���
 MatB ∶ B(E) → Mn(K) ���� � �
� �����

��
�
�	���� 	������ �	 �	����� �	
� 
	 �	�� B ��� �
 ������������ �����	��� ��������
��

&�'�	
 ���	��	�	� �����	� �(������ �	 �#�	)���	� �� ��
�� *���	� B = (e1, . . . , en) �� B′ =(e′
1, . . . , e

′
n) ���� ��
�
 �� E� *��� P �� ������� �� ��

�)� �� B + B′ �

P =MatB′,B(IdE) = (e∗
i (e′

j))1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

.

,��� ���� (u, v) ∈ E2- 	���	
 ��
�����
���	� U �� U ′- V �� V ′ ��
 �������
 ����		�
 ��
 ������		��

��
�����
���	� �� u �� �� v ��	
 ��
 ��
�
 B �� B′� �	 � U = PU ′ �� V = PV ′� ����	
M =MatB(b)
�� M ′ =MatB′(b)� �	 �

tU ′M ′V ′ = b(u, v)tUMV = t(PU ′)MPV ′ = tU ′ tPMPV ′.

!���� ���� �
� 
��� ���� ���� �#��� �� (u, v)- �������	� ��� ���� ���� �#��� �� (U ′, V ′)- �	 �
M ′ = tPMP �

MatB′(b) = tP MatB(b)P. �����.�

!��
� �� �����
� �� ��	
����
� �� �	�� ���� 
�� ������ ��
�
�	����� �	 ��� ����
 ��� ��
 �������

M �� M ′ 
�	� ��
����
����

,��
��� P �
� �	
��
����- tP ���
� �)�����	� �det(tP ) = det(P )�� ��
 ���� �������
 M �� M ′


�	� ��	� ����
���	��
 � ����
 �	� �/�� ��	)� !��� 0�
��1� �� ��1	����	 
��
�	�� �

���
����
 �
� �	 ������� �	
� �� b ∈ B(E) �� ��	) �� 
� ������� �����
�	����
� ��	
 �	� ��
�
������	��� �� E � rg(b) = rg(MB(b)) �
�� B �	� ��
� ������	��� �� E�

�����
�� � �����	�	
 �� ����� ����	����� b((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = 3x1y2−8y1y2+4z1y2−7x1z2�
*� B0 = (e1, e2, e3) �
� �� ��
� ��	�	���� �� R

3- �	 �

MatB0(b) = ⎛⎜⎝
0 3 −7
0 −8 0
0 4 0

⎞⎟⎠
*� B = (u1, u2, u3) �
�� u1 = e1 + e3- u2 = e1 − e2- u3 = e2 − e3- �� ������� �� ��

�)� �� B0 + B �
�

P = ⎛⎜⎝
1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

⎞⎟⎠
�	 �	 ������ ��	�

MatB(b) = tP MatB0(b)P = ⎛⎜⎝
−7 −7 14−7 −11 18
0 12 −12

⎞⎟⎠ .
�	 
���1� ��� �������

b(u2, u3) = b((1,−1,0), (0,1,−1)) = 3 × 1 × 1 − 8 × (−1) × 1 + 4 × 0 × 1 − 7 × 1 × (−1) = 3 + 8 + 7 = 18,

�� ��� �����
��	� ���	 �� ���2���	� + ���	���
�����	 �� �� �����$�� ��)	� �� �� �� ����
�$��
����		� �� MatB(b)� "� ���������� ��	
 �� ��
� B0 �� b- �	 
��� ���� �� 
���� ��� rg(b) = 2�



�� ��� ����	
 ��
������	
 
��������	
 	� ����
��������	


� ����������� 	
 ����
 ��	���
��
 b(P,Q) = ∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt ��� E = R2[X]� �	���� �� B0 = (1,X,X2)

������
 	
 �
�
 �
������
 �
 E� �� 


MatB0(b) = ⎛⎜⎝
2 0 2/3
0 2/3 0
2/3 0 2/5

⎞⎟⎠
��� �����	 
���
�����	 	���������	 �� �
��	���������	

����� ����	
	��� 

 ��
�	��
� �����	�
��

��������� ��� ���� b ∈ B(E)� �� ��� ��


�� b 
�� ��������	
 �� ∀(u, v) ∈ E2� b(u, v) = b(v, u)�
�� b 
�� ������������	
 �� 
	�
���
 �� ∀(u, v) ∈ E2� b(u, v) = −b(v, u)�

�� ���
 S(E) 	�
��
��	
 �
� ����
� ��	���
��
� ���������
� 
� A(E) 	�
��
��	
 �
� ����
� ��	��
��
��
� 
	�
���
��



����	
� �� �� b ∈ A(E)� �� 
� ���� ���� u ∈ E� b(u,u) = −b(u,u) ���� b(u,u) = 0�� �� 
����
���
�� �� 
� ���� ���� u ∈ E� b(u,u) = 0 !
���
�
�� ��� b 
�� ��		
 �"� 	��� ��
 �
� � 
����
��� ����
��
�#$ �� 


0 = b(u + v, u + v) = b(u,u) + b(u, v) + b(v, u) + b(v, v) = b(u, v) + b(v, u)
���� b(u, v) = −b(v, u)�

�� %��� ���� 
� �����
 
��	��
���� b ∈ A(E2,K) 
�� ��	���
��
 ���������
 !�
��� 
������������
$�
�	 ��&� �
 ���� 
� ��


� '
 �������
 !�
��� 	�
����������
$ �
 b ( ∀(u, v) ∈ E2, b(u, v) = b(v, u) !�
��� b(u, v) =−b(v, u)$�
� 	
 	���
���� �
� �
����� ) 	���
 �� 	�
���
 �
�  
��
�	
��

�������	 ��� S(E) 
� A(E) ���� �
	� ��	��
����
� �
�����
�� �
 B(E) 
�

B(E) = S(E) ⊕A(E).
�
 ��	�� dim(S(E)) = n(n+1)

2

� dim(A(E)) = n(n−1)

2
�

�������������� ���� σ ∶ E2 → E2� 	�
��	��
���� 	���
��
 ��*��
 �
� σ(u, v) = (v, u)� σ 
�� ��

�������
 !��
� σ2 = Id$� ���� Σ ∶ B(E) → B(E) 	�
�������+���
 ����� �
� Σ(b) = b ○ σ� 
���
�
��
��� Σ(b) 
�� 	
 ����
 ��	���
��
 ��*��
 �
�

Σ(b)(u, v) = (b ○ σ)(u, v) = b(σ(u, v)) = b((v, u)) = b(v, u).
�� 
 
	���� ���� ���� b ∈ B(E)� ��
 Σ2(b) = Σ(Σ(b)) = Σ(b ○ σ) = (b ○ σ) ○ σ = b ○ σ2 = b ○ Id = b.
���� Σ 
�� ��
 �������
� Σ 
�� ��
���
	��
�	
 
� �
�  
	
��� �����
� ���� ±1� ,���

S(E) = {b ∈ B(E),Σ(b) = b},
A(E) = {b ∈ B(E),Σ(b) = −b}

���� 	
� �����
��
�
� �����
� �
 Σ� ���� �
� �����
��
�
�  
�����
	� ����	��
��
��
� �
 B(E)�
-��� 
 ���  � ����
�� 
�����
� ) ��
 ����
 ��	���
��
 ��
 �
����
 !�+���"�
 �.$ �
�� ��


�
�
 B = (e1, . . . , en) �����
� '
 �
����
 M = (mij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

����
 ����
 ��	���
��
 
�� 	
 �
����
 �
�

mij = b(ei, ej)� M 
�� ���������
 ��� b(ei, ej) = b(ej , ei) ���� ����
 �
��
 (i, j) 
���
�
�� ��� �� b

�� ���������
�� ,
 �/�
 M 
�� 
������������
 ��� b 
�� 
������������
� '�
��	��
���� MatB 
��

��� ����� ��	����
 �� � 2b(u,u) = 0 ���
 b(u,u) = 0 ����� 2 = 0� �� ��
��� 
�� �� ������� ��� 
������� 
����

���� �� 
���
���������� 2
 
���� ��� ������� Z/2Z� �� ��
���� ����������� ����� ���
 �������
 ���� �� ������� ���
����
��
 ��� �� 
���� K ���� ���� �� 
���
���������� ��������� �� 2�

��� ���	�� �
� ���� ����
�
� � ���� ��� b ���� ����������  ����� ��������������!
 �� ��"� ��� ���� ����� ����� (i, j)

�� ��� b(ei, ej) = b(ej , ei)  ����� b(ei, ej) = b(ej , ei)



������ ��	�
������ 
�

���� �� ������ ���� 	�
���������� S(E) 
�� Sn(K) �����
��	�� ��
 �������
 
���������
 �������
n� �� A(E) 
�� An(K) �����
��	�� ��
 �������
 ����
���������
 ������� n�� �� �� ������

dimS(E) = dimSn(K) = n(n + 1)
2

, dimA(E) = dimAn(K) = n(n − 1)
2

.

�� ������� ���
 ������������� �� ���� ��������� ���

MatB(Σ(b)) = (Σ(b)(ei, ej))1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

= (b(ej , ei))1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

= tMatB(b),
���� 
� b �
� �� ������� ������ ���� Σ � Σ(b) = λb� �� �

λMatB(b) =MatB(Σ(b)) = tMatB(b).
���� tMatB(b) = λMatB(b) � MatB(b) �
� �� ������� ������ ���� �� ���� ������ ������ λ
�� ������������� ����
��
�� M ↦ tM � MatB(S(E)) ⊂ Sn(K)� MatB(A(E)) ⊂ An(K)� �����
b↦MatB(b) �
� �� �
����� �
��� �� �

dim(S(E))+dim(A(E)) = dim(B(E)) = dim(Mn(K)) = dim(Sn(K))+dim(An(K)) = n(n + 1)
2

+n(n − 1)
2

.

��� ����� MatB(S(E)) ⊂ Sn(K)� �� � dim(S(E)) ⩽ dim(Sn(K))� ��� ����� MatB(A(E)) ⊂
An(K)� �� � dim(A(E)) ⩽ dim(An(K))� �� ���� ���� ����� �!����� �

dimS(E) = dimSn(K) = n(n + 1)
2

, dimA(E) = dimAn(K) = n(n − 1)
2

.

����� �����	 
��
����
��	

���
����
 
�� �� ������� ����� ���	��
���� Φ 
�� E ����� ����������� �� E ���
 K ����� �����
�"�
�� ��� #���� 	��������� ϕ �
�� E� ����� ��� ∀u ∈ E, Φ(u) = ϕ(u,u)�
����������
 
�� �� Φ �

 ��� ����� ���	��
���� 
�� E� �� ���

� ��� ������ ����� ����������


���
����� ϕ 
���� ��� ∀u ∈ E, Φ(u) = ϕ(u,u)� ϕ �

 	����� ��� ���������� �� ������
����� 
�����
� �

∀(u, v) ∈ E2, ϕ(u, v) = 1

2
(Φ(u + v) −Φ(u) −Φ(v)) .

ϕ �

 ����
 ������� �� #���� ������� 	� Φ�

�����

��
���� $�� ��%������ �� Φ� �� �"�
�� ��� #���� 	��������� ϕ0 ����� ��� ∀u ∈ E,Φ(u) =
ϕ0(u,u)� &����
 ϕ0 = ϕs+ϕa� ϕs ∈ S(E)� ϕa ∈ A(E) �� �������
����� �� ϕ0 �� ������
 
���������
�� ����
���������� �� � ����
� ���� ���� u ∈ E�

Φ(u) = ϕ0(u,u) = ϕs(u,u) +ϕa(u,u) = ϕs(u,u).
����� �� �������� ��!� '( 
�� ��
 #����
 	���������
 ����
���������
 � �� � ϕa(u,u) = 0�� )� #����
ϕ = ϕs �
� ���� ��� #���� 	��������� 
��������� ����� ��� ∀u ∈ E� Φ(u) = ϕ(u,u)� �� ��� ������
���"�
����� ����� ����� #����� $��� ���������� �������
 �� #������ �� ������
������ *� (u, v) ∈ E2� ��
�

Φ(u + v) = ϕ(u + v, u + v)
= ϕ(u,u + v) +ϕ(v, u + v)
= ϕ(u,u) +ϕ(u, v) +ϕ(v, u) +ϕ(v, v)
= Φ(u) + 2ϕ(u, v) +Φ(v),

�+� ���� ��

�� �� �� ����
���� ��!�� , �� ���������� ���
 ����
 �����
� �� #��� ��� ϕ �
� 
����������

&��
 �	�����
 ����
 ���������� �� ������
����� ϕ(u, v) = 1

2
(Φ(u + v) −Φ(u) −Φ(v)) . -��������


��� ����� #������ ����� ϕ(u, v) �� #������� �� Φ(u + v)� Φ(u) �� Φ(v)� ���� 
� Φ �
� ������� ϕ
�
� ������ 
��
 ��	�!�.��� �� ��� �������� ��������� �� ϕ�



�� ��� �����	 
���
�����	 	���������	 �� �
��	���������	

�������� ��������� �	 
���� �
�
��	
�� ����
� �	�� ��������� �	�� �� � b((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) =
3x1y2−8y1y2+4z1y2−7x1z2 ��� �����	�� E = R

3� ���	������ ��� b ����� �	� ������
���� �	 
����
��	��	�
��� 	����
�� ��� Φ((x, y, z)) = 3xy−8y2+4zy−7xz. �� ���� 	���� �	������ �	 
���� ���	
��
ϕ �� Φ �

ϕ((x1, y1, z1), (x2, y2, z2))
= 1

2
[Φ((x1, y1, z1) + (x2, y2, z2)) −Φ((x1, y1, z1)) −Φ((x2, y2, z2))]

= 1

2
[Φ((x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)) −Φ((x1, y1, z1)) −Φ((x2, y2, z2))]

= 1

2
[3(x1 + x2)(y1 + y2) − 8(y1 + y2)2 + 4(z1 + z2)(y1 + y2) − 7(x1 + x2)(z1 + z2)

−Φ((x1, y1, z1)) −Φ((x2, y2, z2))]
= 1

2
[3(x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2) − 8(y21 + 2y1y2 + y22)

+4(y1z1 + y1z2 + y2z1 + z1z2) − 7(x1z1 + x1z2 + x2z1 + x2z2)
−(3x1y1 − 8y21 + 4y1z1 − 7x1z1) − (3x2y2 − 8y22 + 4y2z2 − 7x2z2)]

= 1

2
[3(x1y2 + x2y1) − 16y1y2 + 4(y1z2 + y2z1) − 7(x1z2 + x2z1)]

= 3

2
(x1y2 + x2y1) − 8y1y2 + 2(y1z2 + y2z1) − 7

2
(x1z2 + x2z1),

�� �� �����	�� �
�� ��� ϕ ��� ������
����

���	������� ��� ��� ������� �� �	��
���
��� ������ 
���� ��	��	�
��� Φ ��� K
n ��� �� ���� 

�!�� "����#�� �� ����� 2 �� n $	�
	����� %
 ϕ ��� �	 
���� ���	
�� �� Φ� �� 	

Φ((x1, . . . , xn)) = ϕ((x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn)) = ϕ⎛
⎝

n∑
i=1

xiei,
n∑

j=1

xjej
⎞
⎠

= n∑
j=1

xjϕ( n∑
i=1

xiei, ej) = n∑
i=1

n∑
j=1

xixjϕ(ei, ej),
���� Φ((x1, . . . , xn)) �� 
	
� 
����$��
� ��� ��� ������ �� ����� 2 �� ���������� ��� $	�
	����
x1, . . . , xn� �� ���� ������ ����
�� �����
���� �� �	 �	�
#�� ��
$	��� �

Φ((x1, . . . , xn)) = n∑
i,j=1

xixjϕ(ei, ej) = ∑
i=j

xixjϕ(ei, ej) +∑
i≠j

xixjϕ(ei, ej)
= n∑

i=1

x2iϕ(ei, ei) +∑
i<j

xixjϕ(ei, ej) +∑
j<i

xjxiϕ(ej , ei)
= n∑

i=1

x2iϕ(ei, ei) + 2∑
i<j

xixjϕ(ei, ej). &'�(��)

���	������ ��� ����� ���$��� ���� ����� 
���� ��� Φ ���	 ������� *� ��� ����
��� 	���� �� �
��
�
��������� �	 �	��
�� �� Φ �	�� �	 �	�� �	���
��� �� K

n� �	 �#��� ��� 	���� �	 ��
$	���� %��������
��� ���� 	$��� ���
�

Φ((x1, x2, . . . , xn)) = n∑
i=1

aiix
2
i + ∑

1⩽1<j⩽n

aijxixj . &'�(�')

+� ����	�	�� &'�(��) �� &'�(�')� �� $�
� ��� aii = ϕ(ei, ei) ���� ���� i 	���� ��� aij = 2ϕ(ei, ej) �

i ≠ j� �� ����#�� 	���� ����� ��
� �

� ��� ,�	����- x21, . . . , x
2
n ������������� 	�� ������ �
	���	�� �� M = MatB0

(Φ)� �� �������
�� ���.�
��� aii �� x2i ��� �� 
 #�� ����� �
	���	��

� ��� ,������ �
����- aij = xixj � i ≠ j� ������������� 	�� ���.�
���� "��� �
	���	��� ��
������� �	 ��
�
� �� ���.�
��� aij �� ���
�
�� (i, j) �� �� ���
�
�� (j, i)�

/������ ���� �� ��
�� �� �������� %�
�

Φ((x1, x2, x3, x4)) = 3x21 − 4x22 + x23 − 8x24+ 24x1x2 − 2x1x3 + 4x2x4 + 10x3x4.



������ ��	�
������ 
�

���� ������� �	 
	����� M 
� Φ� �� ����� ���� 
�	���
 ��� ���
�� 
�	���	�� ����������� 
��	��
��� �	����� �

M =
⎛⎜⎜⎜⎝
3 −4

1 −8
⎞⎟⎟⎟⎠
,

���� ��� ���
�� ���� 
�	���	��� �� �������	�� �	� 
� ��� 
������ �	� � �

M =
⎛⎜⎜⎜⎝
3 12 −1 0
12 −4 0 2−1 0 1 5
0 2 5 −8

⎞⎟⎟⎟⎠
.

����� �����	
�� �
� ����
� �
�
���
�
� ����	�
��
� 
	 �
� ����
� ����

���	
��
�

�������� 
� ���
������ 
� �	��� ���
�  �� ���� Φ ��� ��	
� ���
	������� �� ������ k� k ⩽ n�
��	
�� ������	�� ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk ∈ E∗ ������	�
��� ��
����
����� �� 
�� ������	�� λ1, . . . , λk ∈ K∗ ����

���

Φ((x1, . . . , xn)) = k∑
i=1

λi(ϕ(x1, . . . , xn))2.
�� ����

� �� K = C� ���� ��� λi ������� ��	� �	�� ����� � 1�

� �� K = R� ���� ��� λi ������� ��	� �	�� ����� � +1 �� −1�
��
����	������ !��� 	����� 
����� ��� ������ 	�������
�"�� 
� ����������� 
� ����� ��������� �����#
$#
��� ��� ������������ "�� ���� %��� 
��� �� &���� 
	�� �	 ��	��"�� ���� �� ��
��	���� �� $ �	

	���' (�� �����
� ������� ���� ������������� ���	 
����� 	��)� �� �����)
� �*'

!��� 	����� �����
�� �	� ���������� ����� ��� �� ��
��� n 
� �	��	���� x1, . . . , xn "�� 	��	#
�	������ 
	�� Φ �

� +� n = 0� �� ��, 	 ���� $ �	���� Φ ��� ��

� 
� -��� ���
� ����	���'

� +� n > 0� ������� ��

� 
	�� ��'.'���

Φ((x1, . . . , xn)) = n∑
i=1

aiix
2
i + ∑

1⩽i<j⩽n

aijxixj .

!��� 	���� 
��� �	� $ 
��������� �

� ������� ��� 	 +��� �� ������ i ��� "�� aii ≠ 0' /� ���� ��������� �	�� ����� 
� �����	�����
"�� ann ≠ 0' !��� 	����� 	���� ��������� ���� ��� ���
�� ������	�� xn �

Φ((x1, . . . , xn)) = ⎛
⎝
n−1∑
i=1

aiix
2
i + ∑

1⩽i<j⩽n−1

aijxixj
⎞
⎠����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

∶=Φ′(x1,...,xn−1)

+(annx2n + ∑
1⩽i<n

ainxixn)

= Φ′(x1, . . . , xn−1) + ann (x2n + 2xn ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
= Φ′(x1, . . . , xn−1) + ann

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(xn + ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2 − ( ∑

1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= ann (xn + ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
∶=ϕ1(x1,...,xn)

+Φ′(x1, . . . , xn−1) − ann ( ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
∶=Φ̃((x1,...,xn−1))

.

0��
�� 	 ��� ��� 
������� "�� x2n+2xn ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi ��� �� 1
����2 
� �	��� �	��	�� (xn + ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2

'

��
	�"���� "�� ϕ1(x1, . . . , xn) = xn + ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi ��� ��� ���
� ����	��� ��� E �� "��



�� ��� ����	
 ��
������	
 
��������	
 	� ����
��������	


Φ̃((x1, . . . , xn−1)) = n−1∑
i=1

aiix
2
i + ∑

1⩽i<j⩽n−1

aijxixj −ann ( ∑
1⩽i<n

ain
2ann

xi)
2

��� ��� ���	� 
�����


��
�� ��� E �� ������� ���� ���������� �� �������� xn� �� ��������� ����������� �� ����������
������ ���� ������ 
�� Φ̃ �� ����	���� �� ��� ��		� ���� ���� n − 1 ������ �� ���	��
��������� �

Φ̃((x1, . . . , xn−1)) = k∑
i=2

λi(ϕi(x1, . . . , xn−1))2
���� k ⩽ n� ���� ������ �� ������������ ���� �� ���	��� ��� ���

Φ((x1, . . . , xn)) = ann(ϕ1(x1, . . . , xn))2 + k∑
i=2

λi(ϕi(x1, . . . , xn−1))2
��� ��� ��		� ���� ���� n ������ �� ���	�� 
�������
����

� ������ ��� 	 ��� ���� ���� i ∈ {1, . . . , n}� aii = 0� ���� ������ �������� 
���� 	���� �� ���
��� ������ aij ��� ��� ��� !����� Φ ��� �� ���	� ����� �� �� ������	� ��� ��	�����"� ����
����� �� #��������� �$ ������� ���� ������� �������� 
�� an−1,n ≠ 0� %������� ��		� ����
�� ���	��� ���� ���� ��� ���	�� ���������� �� xn �� �� xn−1 �� �&�� �

Φ((x1, . . . , xn))
= ∑

1⩽i<j⩽n−2

aijxixj

�������������������������������������������������������������������������������������������
∶=Φ′′(x1,...,xn−2)

+an−1,n (xnxn−1 + ∑
i⩽n−2

ain
an−1,n

xixn + ∑
i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xixn−1)

= Φ′′(x1, . . . , xn−2)
+ an−1,n [(xn−1 + ∑

i⩽n−2

ain
an−1,n

xi)(xn + ∑
i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi) − ( ∑

i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi)( ∑

i⩽n−2

ain
an−1,n

xi)]
= Φ′′(x1, . . . , xn−2) − an−1,n ( ∑

i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi)( ∑

i⩽n−2

ain
an−1,n

xi)
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

∶=Φ((x1,...,xn−2))

+ an−1,n (xn−1 + ∑
i⩽n−2

ain
an−1,n

xi)(xn + ∑
i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi) .

�������� 	�� 
��� ���
� ��
�
��� 
�
 � ��� �� ��
� 	�� ��� ������ ��
� �� ����
����� ��

�� ����
��� �
�
� ��
� �� �� ����� xnxn−1 + Axn + Bxn−1 ���� A = ∑
i⩽n−2

ain
an−1,n

xi �� B =
∑

i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi� ���� ���
� ����� ���
�� ���� ������ � �� ����
�� �
�
�

xnxn−1 +Axn +Bxn−1 = (xn +B)(xn−1 +A) −AB.
���� 
��� ��������
� ��

��
�
� ���� �����
��� ��
��
�� �

Φ((x1, . . . , xn)) = Φ((x1, . . . , xn−2)) + an−1,n (xn−1 + ∑
i⩽n−2

ain
an−1,n

xi)(xn + ∑
i⩽n−2

ai,n−1

an−1,n
xi)

�� �� ����
� ����� ��� �
 �����
� �� ���� ������ �

��
��� ψ1(x1, . . . , xn), ψ2(x1, . . . , xn)
���� ψ1(x1, . . . , xn) = xn + n−2∑

i=1

ai,n−1

an−1,n
xi �� ψ2(x1, . . . , xn) = xn + n−2∑

i=1

ain
an−1,n

xi� �����	��
�

����� 	��
4ψ1ψ2 = (ψ1 + ψ2)2 − (ψ1ψ2)2

�� 
��� ���
� �
����� ��� ������
�� (x1, . . . , xn) ���� ���� �� ������!� "
 ���� ��
� ���
��

Φ((x1, . . . , xn)) = Φ((x1, . . . , xn−2)) + an−1,n(ϕ1)2 − an−1,n(ϕ2)2
���� ϕ1 = ψ1+ψ2

2
�� ϕ2 = ψ1−ψ2

2
� #�� �������
��� ����� Φ 
� ����
� 	�� �� n − 2 ���
�$����

���� ��� ����� ���� ���� n − 2 ������ �� ������ �

��
��� �

Φ(x1, . . . , xn−2) = k∑
i=3

λi(ϕi(x1, . . . , xn−2)2



������ ��	�
������ 
�

����

Φ((x1, . . . , xn)) = an−1,n (ϕ1(x1, . . . , xn−2))2 − an−1,n (ϕ2(x1, . . . , xn−2))2
+ k∑

i=3

λi (ϕi(x1, . . . , xn−2))2
��� ����� �	
� �
�� n �
���� �� ������ 
���
�����

�������� �� ��� ��� 

 ������������ ��� ���� ������ �� ���� �

� �� 
	�� �� ������ �
�� 
� ������� �
�� ���� ������ ��� Φ = λ1(ϕ1)2 + λ2(ϕ2)2 + ⋯ + λk(ϕk)2

��� ϕ1 ������
�� �� xn 

��� ��� 
�� ϕi� i ⩾ 2 �	�� ��������� �
�� ϕ1 ��� ���� 
���
�������
��������
�� ��� 
����� ϕi� i ⩾ 2�

� �� 
	�� �� ������ �
�� 
� ������ �
�� ψ1 �� ψ2 ��������� �� xn �� xn−1 

��� ��� 
�� ϕi� i ⩾ 3 �	��
��������� �
�� ψ1 �� ψ2 ���� ���� 
���
������� ��������
��� ��� ϕi� i ⩾ 3� ����� ψ1 ������
�� xn �� ψ2 �	�� ������ �
�� ψ1 �� ψ2 ���� 
���
������� ��������
���� �
 �� �
 ���� �� ����
���� ϕ1 �� ϕ2�

�
� ����������� ���� ������ ��� ���� 
�� ϕi ��� 
��
�
������ �
�� 

 �������������� �� Φ ���
���� 
���� ������� ���� 
���
������� ��������
���  �� 
 �� ��!�
��������� �� ����� 
�����	��
�	
 �
� ��������� 
� ������ �
�"� �� ��� �������� ��� 
�� ϕi ���� 
���
������� ��������
����

#
�� 
� �
� �$ K = C�� ���� ������� ������

Φ((x1, . . . , xn)) = k∑
i=1

λi(ϕ(x1, . . . , xn))2 = k∑
i=1

(√λiϕ(x1, . . . , xn))2 = k∑
i=1

(ϕ̃(x1, . . . , xn))2 ,

���

√
λi ��� �
���� �
���� �� λi �� ϕ̃i = √

λiϕi ���� ���� i ∈ {1, . . . , k}�
#
�� 
� �
� �$ K = R� ������ % ���������� 
�� ϕi �� 
�� λi� ���� ������� �������� ���� ���� ��

����
�� k1 ⩽ k� �� 
 λi > 0 �� i ⩽ k1 �� λi < 0 �� i > k1� ������ μi = ∣λi∣� &� ���� ���� ������

Φ((x1, . . . , xn)) = k∑
i=1

λi(ϕ(x1, . . . , xn))2 = k1∑
i⩽k1

μi(ϕ(x1, . . . , xn))2 − ∑
i>k1

μi(ϕ(x1, . . . , xn))2

= k1∑
i⩽k1

(√μiϕ(x1, . . . , xn))2 − ∑
i>k1

(√μiϕ(x1, . . . , xn))2

= k1∑
i⩽k1

(ϕ̃(x1, . . . , xn))2 − ∑
i>k1

(ϕ̃(x1, . . . , xn))2


��� ϕ̃i = √
μiϕi�

�� ��� ������ 
� ����
�
� 
������ �
�� 
�� �
� K = C �� K = R�

#������ ���� �� ����� �� �'���
� �� ��������� �� (
��� �
�� 

 ��
������ )��� ���� �

*���
��� ��� E = R

5� ����������� 

 ����� ��
��
����� Φ ����
��� �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5)
= x21 + 4x1x2 + 2x22 − 4x2x3 − 2x23 − 6x1x4 − 12x2x4 − 4x3x4 + 9x24 + 4x2x5 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25.

��+������� 
�� ������ �� x1 �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5)
= (x21 + 4x1x2 − 6x1x4) + 2x22 − 4x2x3 − 2x23 − 12x2x4 − 4x3x4 + 9x24 + 4x2x5 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25

= (x1 + 2x2 − 3x4)2 − (2x2 + 3x4)2
+ 2x22 − 4x2x3 − 2x23 − 12x2x4 − 4x3x4 + 9x24 + 4x2x5 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25

= (x1 + 2x2 − 3x4)2 − 2x22 − 4x2x3 − 2x23 − 4x3x4 + 4x2x5 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25,

����� �����	�
�
�� �
 ���� ����
�� x ∈ K 	��
� ��
 �	�
�
 �	���
 �	�� K� �� �
� 	���� ��
 K 
�� �����������	�
�

��
�



�� ��� ����	
 ��
������	
 
��������	
 	� ����
��������	


��� ���� ����	� 
	 �� 
	��
��	 �
��	 � �� ���
�
��	� ���� ����� 
��	����� �	 ����� (2x2 + 3x4)2 	�
��
�
�� �	����	����� ��
��	���� ��	� x2 �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5)
= (x1 + 2x2 − 3x4)2 − 2(x22 + 2x2x3 − 2x2x5) − 2x23 − 4x3x4 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25

= (x1 + 2x2 − 3x4)2 − 2[(x2 + x3 − x5)2 − (x3 − x5)2] − 2x23 − 4x3x4 + 10x3x5 + 2x4x5 − 2x25

= (x1 + 2x2 − 3x4)2 − 2(x2 + x3 − x5)2 − 4x3x4 + 6x3x5 + 2x4x5.

���� ������ ��	� 
��� �	� �	��	� �	������� 
� ��� � ���� 
	 ������ !
�	� ����� �	��	 	� x23� x
2
4 ��

x25� ���� ����	� 
��� 
��� �	 �	���
 ��� 
	 �� ��
���
�� 
	 "����� #��
���� �����

−4x3x4 + 6x3x5 + 2x4x5 = −4 [x3x4 − 3

2
x3x5 − 1

2
x4x5]

= −4 [(x3 − 1

2
x5)(x4 − 3

2
x5) − (1

2
x5)(3

2
x5)]

= −[4(x3 − 1

2
x5)(x4 − 3

2
x5) − 3x25]

= −[((x3 − 1

2
x5) + (x4 − 3

2
x5))2 − ((x3 − 1

2
x5) − (x4 − 3

2
x5))2 − 3x25]

= −((x3 + x4 − 2x5)2 − (x3 − x4 + x5)2 − 3x25]
= −(x3 + x4 − 2x5)2 + (x3 − x4 + x5)2 + 3x25.

���� ����� $���	�	�� �%�	��

Φ(x1, x2, x3, x4, x5) = (x1 + 2x2 − 3x4)2 − 2(x2 + x3 − x5)2 − (x3 + x4 − 2x5)2 + (x3 − x4 + x5)2 + 3x25,

�	 ��
 �����	 ��	 Φ 	�� %
	� ����	 
	 ������ 
	 &���	� �
���
�	� �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5) = ϕ2
1 − 2ϕ2

2 −ϕ2
3 +ϕ2

4 + 3ϕ2
5,

��	� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ1(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 + 2x2 − 3x4,

ϕ2(x1, x2, x3, x4, x5) = x2 + x3 − x5,
ϕ3(x1, x2, x3, x4, x5) = x3 + x4 − 2x5,

ϕ4(x1, x2, x3, x4, x5) = x3 − x4 + x5,
ϕ5(x1, x2, x3, x4, x5) = x5.

'� �	�� ��
��	���� &�
�	 ��	���	� �	� ��	(�
	��� 
��� �	� ������ 
	 �� ���
��	 ��
����	 �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5) = ϕ2
1 − (√2ϕ2)2 −ϕ2

3 +ϕ2
4 + (√3ϕ5)2.

)���� 	� ������ ϕ̃2 = √
2ϕ2 	� ϕ̃5 = √

3ϕ5� �� �

Φ(x1, x2, x3, x4, x5) = ϕ2
1 − (ϕ̃2)2 −ϕ2

3 +ϕ2
4 + (ϕ̃5)2,

�	 ��
 �����	 �	� Φ 	�� ����	 
	 ������ 
	 &���	� �
���
�	� ��	� 
	� ��	(�
	��� ±1 
	�����
*� �������
�	 
�������� 
	 �	��	 ��
���
�� 
	 "���� 	�� �	 ��
���� �

�������	 �� !��
���
�� 
	 "���� &���	 +,� ���� Φ ��� ��	
� ���
	������ ��	 E� �� ������ ���

���� B 
� E ����� ��� MatB(Φ) ��� 
���������

��
����	������ *�
�
���� �	 �-�����	 +. � /� 	�
��	 
	� &���	� �
���
�	� �
���
�	�	�� 
�
��	�
���	�

ϕ1, . . . , ϕk 	� 
	� ��	(�
	��� λ1, . . . , λk ∈ K∗� k ⩽ n� �	�� ��	 Φ = k∑
i=1

λiϕ
2
i . #� ��
�
���� �	 �-�����	


	 �� %��	 
��������	� �� �	�� ��	�
�	 �� &��
��	 �
%�	 (ϕ1, . . . , ϕk) 	� ��	 %��	 B∗ = (ϕ1, . . . , ϕn)

	 E∗� 0����� λi = 0 ���� ���� i ∈ {k + 1, . . . , n}� '� � ����� Φ = n∑

i=1

λiϕ
2
i . 1� &���	 %
�
���
�	 ϕ

�����
�	 � Φ 	�� ����� 
����	 ���

ϕ(u, v) = 1

2
[Φ(u + v) −Φ(u) −Φ(v)] = n∑

i=1

λi
2
[(ϕi(u + v))2 − (ϕi(u))2 − (ϕi(v))2]

= n∑
i=1

λi
2
[(ϕi(u) +ϕi(v))2 − (ϕi(u))2 − (ϕi(v))2] = n∑

i=1

λiϕi(u)ϕi(v).



������ ��	�
������ 
�

�� B = (e1, . . . , en) ������� 	
 �
�� 
����

	� �� 	
 �
�� B∗ � ϕi(ej) = δij ��
� ��
� (i, j) ∈ {1, . . . , n}2�
�� 


ϕ(ei, ej) = n∑
l=1

λlϕl(ei)ϕl(ej) = n∑
l=1

λlδilδjl = λiδij .
�
 �
����� MatB(Φ) = (ϕ(ei, ej))1⩽i⩽n

1⩽j⩽n
��� ���� 	
 �
����� ��
���
	�

MatB(Φ) = ⎛⎜⎝
λ1 ⋱

λn

⎞⎟⎠ .

�� ����� �
����
	��� � ��
	����� ��� ��� �
� �� 	��� 
 ������ ����� �
�� 	������� �
 ��������

��� Φ((x1, . . . , xn)) = k∑
i=1

λi(ϕ(x1, . . . , xn))2 
��� ϕ1, . . . , ϕk� ��� ������ 	���
���� 	���
������� �� 

������
���� �� 	�� λi ��� ��
	
���� ��
� ��� �
	�� 
	��� 	������� k ���������� 

 �
�� �� 	
 �����
��	���
��� ϕ 
�������! "���� �� �#�� 	� �
�� �� 	
 �
����� �� Φ ������ �
�� 	
 ���
�� �
 �������� �$!

%������ �
�����
�� 
�� ������� ���
�� �
 �������� �$ �	
� �������
�		� �

���
����
 
�� ���� Φ 
�� ����� �

��
���
� �� ϕ 	
 ����� ��	���
��� �&������
� 
�������! '�

���		� ��&

 �� Φ (�
 �� ϕ) 	� ��
� ���
�� ��������	 �� E ��*�� �
�

Ker (Φ) = Ker (ϕ) = {u ∈ E∣∀v ∈ E,ϕ(u, v) = 0}.
Φ ���
 ���� ������������� �� Ker (Φ) = {0}!
�������� 
��� +! ,������ �
� Ker (Φ) ��� 
� ��
� ���
�� ��������	 �� E!

�! ,������ �
� 	�������	� ��� �����
�� ��������� �� Φ� {u ∈ E,Φ(u) = 0}� ����� �
�� �� ������
	

� ��
� ���
�� ��������	 �� E (�� ��
��
 ���������� �
� �-���	� 	
 ����� �

��
���
� Φ
��*��� �
� R

2 �
� Φ((x1, x2)) = (x1)2 − (x2)2!
	�� 
������ ���
�� �
 �������� ��� ���� ϕ ��� 	
 ����� ��	���
��� �&������
� 
������� � Φ� ��
�
��������� 
�� �
�� B = (e1, . . . , en) �� E �
�� 	
�
�		� ϕ(ei, ej) = 0 �� i ≠ j! .�
� 
		��� ��������
�
� ���
������ �
� dim(E)!

� �� dim(E) = 0� �	 ��& 
 ���� / ���������!

� �� dim(E) > 0� ���������� � �
�! ���� Φ = 0 (�� ���� 	
 ����� ��	���
��� �&������
� ϕ = 0)
�� 	
 �
����� �� Φ �
�� ��������� �
�		� �
�� ��� 	
 �
����� �
		�! 0� �
����
	���� �		� ���
�&������
�! ����� Φ ≠ 0 �� �	 �-���� 
� �����
� e1 ��	 �
� Φ(e1) ≠ 0! 1����� F = {x ∈
E,ϕ(e1, x) = 0}! ��
��	��
���� x ↦ ϕ(e1, x) ��� 
�� ����� 	���
��� ��� �
		� (ϕ(e1, e1) =
Φ(e1) ≠ 0) ���� F ��� 
� �&����	
� �� E �� e1 /∈ F ! 0� 
��	��
�� 	��&������� �� ���
�������
�	 �-���� 
�� �
�� B′ = (e2, . . . , en) �� F ��
� 	
�
�		� ��
� ��
�� �
��� (i, j) ∈ {2, . . . , n}2�
i ≠ j� ϕ(ei, ej) = 0! 1
� ��*������ �� F � �� 
 ��
	����� ϕ(e1, ei) = 0 ��� 	��� �
� i ≠ 1 ��(e1, e2, . . . , en) ��� 
�� �
�� �� E!

"��� 
����� 	
 ���
�� �
 �������� �$!

2��
��
��� �
��	 ��& 
 �
� 
������ �� 	������
�� �� Φ �
�� 	� �������� ��� ��
� ����� �	 ��&

 �
� 
������ �� 	
 �
�� B �
�� 	� �������� �$! .�
� 
���� ������
�� 	� ���
	�
� �
��
�� �
�� 	�
�
� K = R �

�������� 
� (3������� ��������� �� �&	������)� ���� Φ 
�� ����� �
�������
� 

� 
� R��
����
��������� E� �
���
��
 ������
 ��
� ���
�����
 �� Φ �

Φ = n∑
i=1

λiϕ
2
i = n∑

i=1

μiψ
2
i

���� ��

 ��
 λi, μi ���
� � +1� −1 �
 0 �� (ϕ1, . . . , ϕn)� (ψ1, . . . , ψn) ��
�  �
�
 !�������
 �� ��
 �
n �������
" �� E∗� #���


� $� ��� �� �� λi ���
� � +1 �
� ���� �
 ��� �� �� μi ���
� � +1�
� $� ��� �� �� λi ���
� � −1 �
� ���� �
 ��� �� �� μi ���
� � −1�



�� ��� ����	
 ��
������	
 
��������	
 	� ����
��������	


� �� ������ �� λi 	
��
 � 0 ��� 	
�� �� ������ �� μi 	
��
 � 0�

��������� ���� ��� ����� ������� �� �	������� ��� �� �� �	������� �� Φ� �� ��� ���� n+(Φ)� n−(Φ)
�� n0(Φ)� �� � n = n+(Φ)+n−(Φ)+n0(Φ) �� rg(Φ) = n+(Φ)+n−(Φ)� �� ����� (n+(Φ), n−(Φ)) ���

�����	� ��������	 �� Φ�

������ �� ��	����� ��� 
��� ����� �� 
���� �� ��	��	 �� ��	����	 ��� ��	 �	 �����	 �	 λi 
�	���
μi� ��� ���� 	�� ���� �� ���� �	 �� ����	 ����������	 Φ� ���� �	 �����	 �	 λi ��� ���� 	�� ����
� �	��� �	 μi ��� �����


����� (e1, . . . , en) 
�	��� (f1, . . . , fn)� �� ���	 ��������	 �	 (ϕ1, . . . , ϕn) 
�	��� (ψ1, . . . , ψn)��
�	 ����	 ��	

i ≠ j ⇒ ϕ(ei, ej) = 0 	� ϕ(fi, fj) = 0.


�����

� I+ = {i,Φ(ei) > 0} 
�	��� J+ = {i,Φ(fi) > 0}��
� I− = {i,Φ(ei) < 0} 
�	��� J− = {i,Φ(fi) < 0}��
� 	� I0 = {i,Φ(ei) = 0} 
�	��� J0 = {i,Φ(fi) = 0}��

�	 ����	 ��	 I+ ∪ I− ∪ I0 = J+ ∪ J− ∪ J0 = {1, . . . , n}�

��� ������ ��	 Card(I+) + Card(I−) = rgΦ = Card(J+) + Card(J−)� 
��� ������ ���� ��	

Card(J−) ⩽ Card(I−)�  � ������	��� �	� ϕ 	� �	� ψ� �� ���� Card(J−) ⩾ Card(I−) �!�" Card(J−) =
Card(I−)�


��� ������ ���� �!����� �����	� ��	 �� ������	 F �����	 �	� ei� i ∈ I+ ∪ I0 	� �	� fj � j ∈ J− 	��
����	�

 ������� ���� ��!��	 �	�����	 ����������� �������	 �	 �	� �	��	��� 	�� ����	 #

∑
i∈I+∪I0

αiei + ∑
j∈J−

βjfj = 0.

$� � �����

Φ
⎛
⎝ ∑
j∈J−

βjfj
⎞
⎠ = Φ

⎛
⎝− ∑

i∈I+∪I0

αiei
⎞
⎠ = Φ

⎛
⎝∑
i∈I+

αiei
⎞
⎠ .

$��

Φ
⎛
⎝∑
i∈I+

αiei
⎞
⎠ = ∑

i,i′∈I+

αiαi′ϕ(ei, ei′) = ∑
i∈I+

α2
iΦ(ei) ⩾ 0

	�� �	 �%�	�

Φ
⎛
⎝ ∑
j∈J−

βjfj
⎞
⎠ = ∑

j∈J−

β2
jΦ(fj) ⩽ 0.

&!������� �	 �	� �	�' �	��	� �����	 ����

∑
i∈I+

α2
iΦ(ei) = ∑

j∈J−

β2
jΦ(fj) = 0.

(���	 �	� Φ(fj) ���� ���� ������	�	�� ��������� �	�� �����	 ��!��� ���� ���� ����� )�����	 �	� ei�
i ∈ I+ ∪ I0 ����	�� ��	 ������	 ����	� �� � ����	�	�� ��	 �	� αi ���� ���� �����

*� ��	 �� ������	 F 	�� ����	� 	��	 �����	 �� ���� n ����	��� #

Card(I+) +Card(I0) +Card(J−) ⩽ n = Card(I+) +Card(I0) +Card(I−).

��� ����� ���� ��	� �������� ��	 Card(J−) ⩽ Card(I−) 	� ����� �!����� �� ���������� ��� ������	�
��	 Card(J−) = Card(I−)

$� �����	 �	 �� �%�	 ������	 ��	 Card(J+) = Card(I+)�
����� ��� �	
��
��� 
�� ������ �����	����� ��
���	��

+����	�����,���� 	�����	 � �� ��������� �	� ����	� ���������	� ���	���	�� (	��	,�� 	�� ���� �����	 ��	
�	��	 �	� ����	� �-�������	�� &	 �������� 	�� �	 ������� #



������ ��	�
������ 
�

�������� ��� ���� b ��� ��	
� �����
��	� ������

�	���� ��	 E� �� 	��� r �� b ��� ���	 �� ��

������ ��� ���� �� E ���� �������� �� 
��	��� �� b ��� ��������� ��	 ����� �� �� ��	
�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1
1 0

0 −1
1 0 ⋱

0 −1
1 0

0 ⋱
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���� r/2 ����� �� �� ��	
� (0 −1
1 0

)�
���������� �	 
���
� �� �� �������� 
	� �� ����� �

����� ��� ������ b ��� ��	
� �����
��	� ������

�	���� ��	 E �� F �� �����

�����	� �� Ker b ={x ∈ E∣∀y ∈ E, b(x, y) = 0� ���	� �� 	���	������ �� b � F ��� �����
�
�
	
� �

∀x ∈ F,x ≠ 0,∃y ∈ F ��� ��� b(x, y) ≠ 0.

�

����	������ ����� x /∈ Ker b� �� ������ y0 ∈ E ��� ��� b(x, y0) ≠ 0� ������� E = F ⊕Ker b� ����

��
��� ������ y0 = y + z 	
�� y ∈ F �� z ∈ Ker b� �� 	 	����

0 ≠ b(x, y0) = b(x, y) + b(x, z) = b(x, y)
��� ���� 	
��� ������� �� �	�� ��� z ∈ Ker b 
��� ������ ��� b(x, z) = 0� ���� 	
��� ���� ����
�
y ∈ F ��� ��� b(x, y) ≠ 0� ���� ������ ��� Ker b∣F = {0}�
�	���� �� � 
�	!
� "#� ����������� �� ��

������	��� F �� Ker b� �� 	 	���� ��� �	 �����������
�� b  F ��� ���!��"������� ���� 	����� 
������� 
	� ���������� ����� ��� �	 ��������� �� F

��� ����
�� ��� #	�� B′ ��� F $ �	�� �	������ MatB′(b) 	 �	 ����� ����	����� %� ��&�	 ������� ��
���
����� B′ �� ��� #	�� �� E 	
�� ��� �������� �� Ker b 
��� �#����� ��� �	����� �� �	 �����
����	�����

'� F = {0}� �� �() 	 ����  �	���� '����� �� F ≠ {0}� 
������ �� 
������ e1 ∈ F � e1 ≠ 0� �����������
������� b ��� ���!��"������ ��� F � �� ������ �� 
������ e2 ��� ��� b(e1, e2) ≠ 0 ��� ������  ���
�	���
e2 
	� − 1

b(e1,e2)
e2� �� 
��� ��

���� ��� b(e1, e2) = −1� �� ����� ��� �	 �	����� �� b ��������  

Vect(e1, e2)$ �	�� �	 #	�� (e1, e2) ���

Mat(e1,e2)(b) = (0 −1
1 0

) .
������ F ′ = {x ∈ F, b(x, e1) = b(x, e2) = 0}� F2 ��� �� ����!��
	�� 
�������� �� F �� ��������� 	�
����� �"	��  dim(F ) − 2� ��� �� x ∈ Vect(e1, e2) ∩ F ′� �� 	 x = αe1 + βe2 ��

0 = b(x, e1) = αb(e1, e1) + βb(e2, e1) = 0α − βb(e1, e2) = β
0 = b(x, e2) = αb(e1, e2) + βb(e2, e2) = α − βb(e2, e2) = α

*��� x = 0 � F ′ ∩ Vect(e1, e2) = {0}� �� 	 ���� ��� F = F ′ ⊕ Vect(e1, e2)� +��	������� �	 �����
��	��	����� b ����������  F ′ ��� ���!��"������ �	�� �� x ∈ F ′� �� ������ y0 ∈ F ��� ��� b(x, y0) ≠ 0�
������ y0 = y + αe1 + βe2 	
�� y ∈ F ′� �� 	 	����

0 ≠ b(x, y0) = b(x, y + αe1 + βe2) = b(x, y) + αb(x, e1) + βb(x, e2) = b(x, y),
�� ��� ������ ��(�� ������ y ∈ F ′ ��� ��� b(x, y) ≠ 0�



�� ��� ���	
�
��

��� �����	��


���	
�
� ���� ���� E = R
3 ���� �	 �� 
��	 ������
�	 B0 = (e1, e2, e3)� �� ��������	 �������������

b ∶ E2 → R �����	 ��� b((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = 2x1y1 + x2y2 − x3y3.
�� ������	� 
�	 b 	�� ��	 ����	 
��������	 ��� E�

�� ���	����	� �� ������	 B �	����	����� b ���� �� 
��	 B0�

�� b 	���	��	 �������
�	 � �����������
�	 � ���	����	� �� �����	 �������
�	 bs 	� �� �����	 �������

�����
�	 ba �	 b�

 � ���	����	� �	 ���! �	 b�

"��	� 
�	������ �#	� b((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = x1y2 + x2y1 + x2y3 − x3y2 − 2x3y3�

���	
�
� ���� $��� b �� ����	 
��������	 ��� E = R
3 ���� �� ������	 ���� �� 
��	 ������
�	

B0 = (e1, e2, e3) 	�� B = ⎛⎜⎝
1 0 −1
1 0 4
1 2 3

⎞⎟⎠ .
�� b 	���	��	 �������
�	 � �����������
�	 � %�	� 	�� ��� ���! �

�� &��� ����	 ����	 (u, v) ∈ E2� ���	����	� b(u, v)�
�� ������	� 
�	 �� ������	 B = (e1 + e2 + e3,−e1 + e2 + e3, e1 + e2 − e3) 	�� ��	 
��	 �	 E�

 � ���	����	� �	 �	�' ������	� �� ������	 B′ �	����	����� b ���� �� 
��	 B�
(� )����� bs �� �����	 �������
�	 �	 b 	� ������ Bs �� ������	 �	����	�����#	 ���� �� 
��	 B0�

���	����	� Bs�

*� $��� f �� 	�������+���	 �	 E ���� �� ���	 A �� ������	 �	����	�����#	 ���� �� 
��	 B0�

"����	� 
�	 BsA 	�� ��	 ������	 �������
�	 �� 	� �	��	�	�� �� �� �� ���� ���� (u, v) ∈ E2�

bs(u, f(v)) = bs(f(u), v)�
���	
�
� ���� ���� E = R2[X]� ��	����	 #	�����	� ��	� �	� �����,�	� �	 �	!�� ������	�� �� �!�� -

2� �� ��������	 ������������� b ∶ E2 → R �����	 ��� b(P,Q) = ∫ 1

0
P (t)Q′(t)dt.

�� ������	� 
�	 b 	�� ��	 ����	 
��������	 ��� E�

�� ���	����	� �� ������	 B �	 b ���� �� 
��	 ������
�	 B0 = (1,X,X2) �	 E�

�� %�	� 	�� �	 ���! �	 b �

 � .� ��������	 ������������� b1 ∶ E2 → R �����	 ��� b1(P,Q) = ∫ 1

0
P ′(t)Q(t)dt 	� B1 �� ������	

�	����	�����#	 ���� �� 
��	 ������
�	� %�	� 	�� �	 ��	� 	���	 b 	� b1 � ���	����	� �� �����	

�������
�	 bs 	� �� �����	 �����������
�	 ba �	 b�

(� /����� b(P,P ) ⩾ 0 ���� ���� �����,�	 P � / 
�	��	 ��������� ������ b(P,P ) = 0 �

"0�	� 
�	������ �#	� b(P,Q) = ∫ 1
0 P (t)Q(1 − t)dt 	� bk(P,Q) = ∑n

k=0 P (k)Q(k) ���� ���� k ∈ N∗�

���	
�
� ��
� ���� E = M2(R)� ��	����	 #	�����	� ��	� �	� ������	� ��	��	� �����	� ������	 2� ��
��������	 ������������� b ∶ E2 → R �����	 ��� b(A,B) = tr(tAB)�
�� &���#	� 
�	 b 	�� ��	 ����	 
��������	 �������
�	 ��� E�

�� &���#	� 
�	 ���� ���� A ∈ E� �� � b(A,A) ⩾ 0 �#	� �!����� �� 	� �	��	�	�� �� A = O2�

�� ����	� �� ������	 �	����	�����#	 �	 b ���� �� 
��	 ������
�	 B0 = (E11,E12,E21,E22) �	 E�

 � 1� ������	 �	 ���! �	 b�

���	
�
� ���� $��� E = R
3 ���� �	 �� 
��	 ������
�	 B0 = (e1, e2, e3)� $��� Φ ∶ E → R �������������

�����	 ��� Φ((x1, x2, x3)) = x21 − 2x1x2 + 2x22 + 4x1x3 − 6x2x3 + x23
�� "����	� 
�	 Φ 	�� ��	 ����	 
�������
�	 ��� E 	� ������	� �� ����	 
��������	 �������
�	 ϕ

�������	�

�� 2�����	 Φ 	� ��������� �� ���+��	 �	 3�����

�� 2�����	 �	� ����	� 
�������
�	� ���#���	� 4 x21 − 2x1x2 + x22 + 8x2x3� x1x2 + x1x3 − 2x1x3�


