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Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel (K = Q,R, C ou plus généralement un corps
commutatif) de dimension finie n € N*, sauf mention du contraire. On rappelle que K lui-méme est
un K-espace vectoriel de dimension 1; sa base canonique est (1).

d désigne le symbole de Kronecker (Léopold Kronecker 1823 1891) :
V(i.J) N7, 5, = {1 T
0sii#j.
En particulier, si B = (eq,...,e,) est une base quelconque de E, on a
Matg(Id) = (5ij)%<i§n-

<Jsn

1.1 Formes linéaires

Définition 1. 1. Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E vers K. Usuellement
une forme linéaire est désignée par une lettre grecque : ¢ (phi), ¢ (psi), 0 (theta)...

2. I’ensemble des formes linéaires sur E s’appelle I’espace dual de E (ou plus simplement le dual
de E). On le note E*.

En vertu de la définition, une forme linéaire ¢ est une application de E vers K qui satisfait
Vu,ve B, VA e K, p(u+ M) = p(u) + Ap(v).

Proposition 2. E* est un espace vectoriel pour l’addition des applications et la multiplication par
un scalaire. Si E est de dimension finie, E* lest aussi et dim(E*) = dim(FE). Et done, dans ce
cas, E* est isomorphe a E.

Nous verrons par la suite (section 1.3) comment trouver des bases de E* si E est de dimension
finie. Remarquons également que, méme si F et E* sont isomorphes, il n’existe pas de maniére
canonique (c’est-a-dire indépendante de tout choix) de construire un isomorphisme entre E et E*,
ceci nécessite d’avoir a disposition d’autres objets (voir le chapitre 2). Le cas ot E est de dimension
infinie dépasse le cadre de ce cours.

Preuve de la proposition 2. On a que E* = L(E,K) donc E* est muni d’une structure d’espace
vectoriel. De plus, si F est de dimension finie,

dim(E") = dim(£L(E,K)) = dim(£) dim(K) = dim(E).
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Pour montrer que E* est un espace vectoriel, on aurait pu également voir que si ¢, € E* sont
deux formes linéaires et A € K un scalaire, I’application ¢ + \¢) définie par

VueE, (¢+A)(u) = o(u) + A (u)
est une forme linéaire. L’élément neutre de E* est la forme linéaire nulle Op« :
VueE, Ogs(u) = 0k.

Proposition 3. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E. Alors ¢ est surjective et dimKer (@) =
n—1.

Démonstration. Donnons deux preuves de la surjectivité de ¢ :

1. Im ¢ est un sous-espace vectoriel de K donc rgy = dimIme =0 ou 1. Si rgep =0, Im¢p = {0k}
donc Yu € E, p(u) = 0, autrement dit ¢ = Og+, ce que nous avons exclu dans les hypothéses de
la proposition. Donc rg =1 et Im ¢ = K, c’est-a-dire ¢ surjective.

2. Puisque ¢ est non-nulle, il existe un vecteur u € E tel que = := ¢p(u) # 0. Soit maintenant y € K|
on cherche un vecteur v € E tel que ¢(v) =y. Or, pour tout A € K, si v =Au

() = p(Au) = Ap(u) = Az.

En choisissant A = y/x (cette opération est permise car z # 0), on a donc
yy_y Yy
plou)==p(u)==z=y.
x x x
Ce qui montre que pour tout y € K, il existe v € E tel que y = p(v) : ¢ est surjective.
Pour démontrer le second point de la proposition, utilisons le théoréme du rang appliqué a ¢ :
dim F = dimKer (¢) +rgp.

Nous avons dim E = n, par définition, et nous avons vu, dans le premier point que rgp = 1. Ceci
montre que dimKer (¢) =n-1. O

Donnons maintenant, quelques exemples de références :

e Si F est un espace vectoriel quelconque de dimension n et si B = (ey,...,¢e,) est une base de F,
on a, par définition

n
VueE, IM(ur,...,up) K", u=) ue;.
i1

Soit ¢ € E*. Comme ¢ est linéaire, on a

n n
p(u) = (Z Uz'ei) = > uip(es).
i=1 i=1
Ainsi ¢ est parfaitement déterminée par le n-uplet d’éléments de K"

()O(B) = (@(61),. . 'aw(en))a

I'image par ¢ de B qui n’est autre que la matrice, de format (1,n), de ¢ relativement a la base

B :

U1
u
p(u) = (pler) wlea) - wlen))-| 2],
Un,
c’ést Pécriture matricielle du scalaire ¢(u).

Dans le cas particulier ot £ = K™ muni de sa base canonique

61:(1a07"'50)a
62:(0717"'50)7

en=(0,0,...,1),
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on a que ¢ € E* si et seulement g’il existe n scalaires aq,...,a, € K tels que
n
O((@1,..-,n)) = Q1TY + - + QT = ) Q5.
i=1
On a alors, pour tout i =1,...,n, a; = p(e;) : les a; sont déterminés de maniére unique par .

Par exemple,

p=0g < (a1,...,a,)=(0,...,0).

e Si E = M,(K) est le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients dans K,
dim(F) = n%. La base canonique de E est la base

B: (E11>E127'"7E1n7E217E227'"7E2n7"~7En17En27"'7E’nn)7

formée des matrices élémentaires Ej; définies par Ej; = (0:;10,1)1<i<n, avec § le symbole de
1<y<n
Kronecker (Ey; est la matrice carrée de taille n ayant des zéros partout sauf un 1 a l'intersection

de la k-iéme ligne et de la [-iéme colonne). I ’application trace

n
A= (aij)%@‘gn > trAi= ) ay

Jsn i=1

est une forme linéaire sur M, (K). En effet, pour toutes matrices A, B € M, (K) et pour tout
scalaire A € K, on a

Zn: b“ = tI‘(A) + )\tr(B)
i=1

1=

tr(A+AB) = > (ai; + Abii) = > ag; + A
=1 1=1

e Soit B = K,[X] = {P ¢ K[X],deg(P) < n} ensemble des polynoémes de degré au plus n. La
base canonique de E est B = (1,X,X?,...,X"), donc dim(E) = Card(B) = n + 1. Pour tout
x € K, application ¢, : P — P(x) est une forme linéaire sur E appelée évaluation en x. Plus
généralement, si x € K et k € N, on peut définir une forme linéaire sur E par

Ypp: P PP (2) (1.1.1)

(évaluation de la dérivée k-iéme de P en z). Remarquons que si k2 n+1, ¢, = 0p-.

e Soit E = C([a,b],R) V’espace vectoriel des applications continues de l'intervalle [a,b] dans R,
avec a et b deux réels, a < b. C’est un espace vectoriel de dimension infinie. L’application

I:fHLbf(t)dt

est une forme linéaire sur F grace a la linéarité de l'intégrale. Et, comme précédemment, si
x € [a,b], Papplication d, suivante est une forme linéaire : 6, : f — f(z).

Donnons maintenant un critére pour vérifier qu’une famille de formes linéaires (¢1,...,p,) est
une base de E*.

Proposition 4. Soient (¢1,...,¢n) une famille de n formes linéaires sur E et (e1,...,e,) une

base de E. Alors

pi(e1) wi(e2) - wilen)
(@15---,0n) est une base de E* < 902(:61) 902(:62) 502(:671) £ 0.
(Pn(el) (pn(eQ) (pn(en)

Démonstration. Nous savons que dim(E*) = n donc si la famille (¢q,...,¢,) est libre, elle sera
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libre maximale donc une base de E. Nous avons

(@1, 0n) lice
< I A, A) e KPN{(0,..,0) A1+ + Anpn =0
< I(A1,.. 0 ) e KN {(0,...,0)}, Vie{l,...,n}, (M1 + -+ A\pon)(e;) =0
< I, ) e KN {(0,...,0)}, Vie{l,...,n}  Aip1(e;) + -+ Apn(e;) =0

pi(er) waler) - nler)\ (M 0
30, A) €KP {0, 0| $1(e) palea) e enlea) | Ao |10
eren) walen) = ealen)) W) o

=M

< Ker (M) # {0nr, %)}
< det(M) = 0.

D’ou le résultat (la matrice donnée dans la proposition est la transposée de M et on sait que
det(M) = det(*M). O

1.2 Hyperplans
Définition 5. On appelle hyperplan de E le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E :
H hyperplan de E < Jp ¢ E* ~ {0p«}, H = Ker ().

Par conséquent, un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de de E de dimension n -1
si dim E' = n (voir la proposition 3).

Théoréme 6. Soit H un sous-espace vectoriel de I. Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) H est un hyperplan de E,

i1) H est un sous-espace vectoriel strict de E et Vue E~ H, FE = H & Ku,
i11) dim H =n - 1.

Démonstration. e i = iii : Si H est un hyperplan, soit ¢ € E* telle que H = Ker (¢). On a vu
(voir proposition 3) que dim(H) = dimKer (¢) =n - 1.

e it =147 : On adimH =n-1<dimFE donc H est un sous-espace vectoriel strict de F.
Soit we EN H. Posons F =Ku.Sive FnH, v+0,o0n au=A\v pour un certain A € K* et, comme
veH, u=\"'veH, ce qui contredit le choix de u. Donc F'n H = {0g}. Par ailleurs, on sait

dim(F + H) =dim(F) +dim(H) -dim(FnH)=1+(n-1)-0=n

donc F'+ H = F et, comme FNnH ={0g},ona F& H =F, ce qui est ii.

e ji =i : Soit u e B\ H. Soit ¢ 'application de E dans K définie de la maniére suivante : Pour
tout v € F/, on peut écrire de maniére unique v = vg+v; avec vy € H et v; =€ Ku donc (de maniére
unique 1a encore) v; = A\yu. On pose alors p(v) = \,. Montrons que ¢ est linéaire. Soient v, w € F
et a € K, notons

{ v =g + AU,

W =Wy + Ayl
leur décomposition dans la somme directe E = H & Ku de sorte que
P(v) = Ay, p(w) = Ay

On a alors que I’égalité
v+aw = (vg +awy) + (A + aly)u

eH eKu

est la décomposition de v + cw dans la somme directe et, selon la définition de ¢,

(v +aw) =\, + aly = p(v) + ap(w).
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Ce qui montre que ¢ est une forme linéaire. Reste & voir maintenant que Ker (¢) = H. Or, si
veH,onaquewv=v+0 u est la décomposition de v dans la somme directe £ = H & Ku. Donc
w(v) = Ay =0 et v e Ker (¢), ce qui montre que H c Ker (). En particulier, dim(Ker (¢)) >
dim(H) = n - 1. Or la décomposition de u dans la somme directe est v =0+ 1 u d’ou on tire
©(u) =1. Donc ¢ # 0+ et dim(Ker (¢)) =n—-1=dim H. Comme H c Ker (), ceci montre que
H =Ker (), autrement dit H est un hyperplan de E.

O

Théoréme 7. Soient p et Y deux formes linéaires non nulles sur E. On a

(Ker () = Ker (¢)) < (31 e K*, 40 = Ap).

Démonstration. Si 1 = \p avec A € K*, on a trivialement que Ker () = Ker (¢/). Supposons donc
que Ker () = Ker (¢). Distinguons deux cas :

e Si Ker (p) =Ker () = E, on a ¢ =4 = 0p+ et les deux formes sont proportionnelles ['une a
lautre (prendre par exemple A = 1).

e Si Ker (¢) = Ker (¢) = H avec H un hyperplan de E. Soit w € E~ H. On a alors ¢(u) # 0 et
(u) # 0. Posons

A= v (w) e K*.
e(u)
Montrons que ¥ = Ap. Soit v € E. Notons, comme dans la preuve du théoréme précédent v =
v + au la décomposition de v dans la somme directe = H @ Ku (vg € H et a € K). On a alors

Y(v) =¢¥(vg) + a(u) (linéarité de v)
=0+a So(u) (v e Ker (1))

= Ap(vo) + adp(u)  (vo € Ker ()
= A(p(vo) + ap(u))
= Ap(vg + au)
= Ap(v).
Nous avons donc montré que pour tout v € F on a 1(v) = Ap(v), autrement dit 1) = \p.

O

Remarquons que la preuve nous montre qu’une forme linéaire ¢ (non nulle) est définie connais-
sant son noyau et la valeur qu’elle prend sur un vecteur u € E \ Ker (). Donnons maintenant
quelques exemples :

o H={(z,y,2) e R3 z—y+2z=0} est un hyperplan de R3. C’est le plan vectoriel (dim H =
3-1=2) d’équation x -y + z = 0 puisque p(z,y,z) = x —y + z définit une forme linéaire sur
R3. On a

H={(y-2y,2), (y,2) e R*} = Vect{(1,1,0),(-1,0,1)}
donc une base de H est donnée par G = {(1,1,0),(-1,0,1)} (c’est une famille génératrice
minimale car CardG =2 = dim H).

Les vecteurs u; = (2,-1,-3) et us = (1,1,1) appartiennent-ils & H ? Il suffit pour cela de
calculer ¢(u1) et p(uz) :

o(u1)=2-(-1)+(-3)=0 donc u; € H,
p(uz)=1-1+1=1+0 donc us ¢ H.

Les supplémentaires de H sont les droites vectorielles Rug avec ug = (a, b, ¢) ¢ H, autrement
dit tels que a—b+c#0.

e Pour tout a € R, nous avons noté d, : P — P(a) la forme linéaire “évaluation en a’. C’est
une forme linéaire non nulle sur K, [X] car §,(1) = 1. Donc H, = Ker §, est un hyperplan de
K,[X].

La famille £ = (X -a, (X-a)?,...,(X~-a)") est une famille de n vecteurs dans H, linéairement,
indépendents (car échelonnés par leur degré). C’est une famille libre maximale de H, donc
une base de H,.
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Exercice. 1. Montrer qu’un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel strict de E qui n’est
inclus (strictement) dans aucun autre sous-espace vectoriel de FE hormis F lui-méme.

2. (difficile) Montrer que tout hyperplan de M, (K) intersecte G L,, (K).

1.3 Bases duales

Dans toute cette section E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Théoréme 8 (Base duale). Soit B =(e1,...,e,) une base de E. Pour tout i € {1,...,n}, on note
e; la forme linéaire sur E définie par

Vie{l,...,n} e (e;) =10 (relations d’orthogonalité de Kronecker),

avec §;; le symbole de Kronecker. e} est appelé la iéme forme (linéaire) coordonnée de la base B.

On a
1. La famille (e7,...,e;) est une base de E appelée base duale de B.
2. Pour tout u e E,

u= ief(u)ei. (1.3.1)

n
8. Pour tout o € E*, ¢ =" p(e;)e;.
i=1
Remarquons que le deuxiéme point justifie ’appellation “forme linéaire coordonnée” pour e;
car e (u) est la coordonnée de u le long du vecteur e;.

Démonstration. Nous avons défini les e; sur une base de E, nous savons alors qu’il existe une et
une seule maniére de les définir sur E tout entier par linéarité. Montrons maintenant chacun des
trois points.

e La famille des e est une famille libre. En effet, si Aj,..., A\, € K sont tels que

Are] -+ e =0ps,

on a, pour tout i € {1,...,n}, 0 = z:)\JeJ (e;) = Z)\Je](el) = Z)\ dji = Ai. Donc A; = 0
Jj= Jj=
pour tout i, ce qui montre bien que la famllle des e est libre. Comme elle est de rang maximal

n =dim E*, c’est une base de E*.

e Pour tout w € FE, notons u = ujeq + -+ + upe, sa décomposition dans la base B. On a

n n
ef(u) =e;(uje; +-+upey,) = Z e (ej) = Z 0ij = wi,

n
ce qui montre que u =Y e (u)e;
i=1

e Soit p € E*. En utilisant la formule précédente, on a, pour tout u € F,
o) = 33ei ) = S (wpten) = Stees (o)
i=1 i=1 i=1

n
d’oit on tire p =Y p(e;)e; .
i=1

O

Remarquons ici que pour établir les points 2 et 3, nous n’avons pas utilisé le fait que les e
forment une base de E*. La formule du point 3 montre que les e; forment une famille génératrice
de E*.
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Théoréme 9 (Base antéduale). Soit ® = (p1,...,¢,) une base de E*. Il existe une unique base
F=(f1,-..,fn) de E telle que

V(Zvj) € {1a cee 777’}27 (Pl(fj) = 51]
Cette base est appelée antéduale (ou préduale) de la base .

Démonstration. La principale difficulté de cette preuve, par rapport a la preuve de D'existence
d’une base duale, est qu’on ne peut pas construire les éléments de E comme on construit une
forme linéaire. 1l faut donc procéder differemment. Soit B = (ey,...,e,) une base quelconque de
FE. Nous cherchons des vecteurs fi,... f, € E que nous pouvons écrire

n
fi = prjer
k=1

avec P = (pij)1<i<n 1a matrice de passage de B a F. F est la base préduale de ® si et seulement si,
1<jsn

pour tout (i,7) € {1,...,n}? on a
0ij = pi(fj) = pi (Z ijek) = > prjeiler).
k=1 k=1

Soit A la matrice définie par

A= (am‘)lgkgn, agi = %’(ek)-
1<isn

n

L’égalité 9;; = Zpkjgai(ek) peut s’écrire matriciellement I,, = PA. Donc, si on montre que A est
k=1

inversible, on aura P = A~!, ce qui démontrera l’existence et I'unicité de la base antéduale. Soit

Z1
X =
Ln
un vecteur colonne tel que AX =0. On a alors, pour tout k€ {1,...,n},

0=(AX)y = igpi(ek)xi = (Zn;:czgai) (er).

La forme linéaire ¢ = Y1 ; x;¢; est nulle en chacun des vecteurs ey, ..., e, et ces vecteurs forment
une base de E, donc ¢ =0p- :
n
OE* = Z TiPq.
i-1

Mais comme les p; forment une base de E*, on en déduit que tous les x; sont nuls, i.e. X = 0. Nous
avons donc montré que le noyau de A est réduit a 0, donc A est inversible. O

Les deux théorémes précédents montrent qu’il existe une bijection canonique entre les bases de
FE et celles de E*. Donnons maintenant quelques exemples de calcul de base duale et préduale.

e Dans E = R? muni de sa base canonique By = (e1, e2,e3), posons
Uy =e1+e3, U=€1—e, U3=Ey—e3.

B = (uy,us,us) est une base de R? : en effet,

1 1 0
detg,B=[(0 -1 1[=2%0
1 0 -1
Notons P la matrice de passage de By a B :
1 1 0
P=|0 -1 1
1 0 -1
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Déterminons maintenant la base duale B* de B :
B* = (U’I’u;’u;)v

on doit résoudre u; (u;) = d;; pour 1 < 4,5 < 3. Faisons le calcul pour u}. Posons uj = ae} +bes+cej.
On veut

L=ui(u)  (T=aciu) +bed(m) +eci(m) (1 - o 4
0=wuj(uz) < {0=aej(uz) +bes(uz)+cez(ug) <4 0 = a -0
0=wuj(us) 0 = aej (uz) + bej (usz) + ces(ug) 0 = b -c

. 1
La solution de ce systéme est a =b=c= 3 Donc uj = %(e{ +e5+e3). On trouve de méme :

up= (el -cs=c}), uy= (e es-eh).

2

Grace a ce qui précéde, nous pouvons déterminer P~', la matrice de passage de B a By. 11 faut
pour cela connaitre les coordonnées de ey, es,e3 dans B. On utilise pour cela la formule (1.3.1) :

3
ej = > u;(ej)u;. Donc

i=1
1 1 1 1
Pl= (uj(ej))icisa==1 -1 -1
1<j<3 2 1 1 -1

Remarquez que P~! =*Q ot Q est la matrice de passage de B; a B* (Pourquoi?).

Dans F = K,,[ X] muni de sa base canonique By = (1, X, X2,...,X™), on a grace a la formule de
Taylor

n_ p(i) )

VPeE, P-= Z &XZ

(1.3.2)
T

p(i)(o)
i

En posant VP € E, ¢;(P) =
(1.3.2) g’écrit

on a que @; € E* (on a ¢; =1y ;, voir (1.1.1)) et la formule

VPeE, P=Y ¢;(P)X",
=0

autrement dit, ;(P) est la coordonnée le long de X* dans la base By :

(©0,¢1,---,9n) est la base duale de By.
En particulier, By est une base de E* et on a Vp e E* ¢ = Z@(Xi)goi.
i=0

Soit E = Ry[ X ] muni de sa base canonique By = (1, X, X?), on considére les trois formes linéaires
définies par

@o(P) = P(0), ¢1(P) = P(1),p2(P) = P(2),
c’est-a-dire les évaluations en 0, 1 et 2.

Montrons tout d’abord que (¢, ¢1,¥2) est une base de E*. On calcule pour cela

wo(1)  @i(1)  wa(1) L1,
det g, (0o, 01,902) = [ wo(X)  @1(X) o X)|= 1 2 :‘1 4‘:4_2:%&0,
0o(X?) e1(X?) @a(XH)] 0 1 4

donc (¢g, @1, p2) est une base de E*.

Trouvons maintenant la base antéduale de (¢, p1,92). On cherche une famille (Py, Py, P,)
d’éléments de E telle que ¢;(P;) = d;; pour 0 < 4,5 < 2. Faisons le calcul pour Py. Posons
Py=a+bX +cX?. On doit résoudre le systéme suivant, :

1 =o(F) l=a 3
0=¢1(P) ©10=a+b+c < )
OZQPQ(PQ) 0O=a+2b+4c C:1
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bone 3.0 1., (X-1)(X-2)
Po=l- o X o Xt = )

En procédant de méme pour P; et P», on obtient

(X -0)(X-2)
(1-0)(1-2)°

(X-0)(X-1)

P =2X-X%= CEOICED R

1, 1
Py=—-X+-X%=
27 2

On a ici un exemple simple de polyndmes interpolateurs de Lagrange pour pour les valeurs 0, 1
et 2. Finalement, déterminons les 3 réels a, b, ¢ tels que

VPeE, fozP(t)dt:aP(O) L 0P(1) + cP(2).

2
L’application ¢ : P ~ f P(t)dt est une application linéaire sur E. Donc (formule (2)), on a
0

¢ = o(Po)gpo +p(Pr)e1 + ¢(Pa)pa.
11 nous suffit donc de calculer ¢(FPy), o(P1), p(P2) :

2003 1 1
P, :f (1—775 ftQ)dt:f,
@(Fo) 0 5 +2 3
4
3

2
cp(P1)=f (2t —*)dt = -,
0
2/ 1 1 1
py= [ (-X 72) L
o(Py) f0(2t+2t at=3
4

1 1 .
On a donc ¢ = 5900 + gwl + g(pg, ce qu’on peut écrire sous la forme

2 1 4 1
VPeE, f P(t)dt = 5P(0) + 3P(1) +<P(2)  (formule des trois niveau).
0
La proposition suivante permet d’éviter de vérifier qu'une famille B de E (resp. B* de E*) est
une base :

Proposition 10. Soient (ey,...,e,) une famille d’élements de E et [p1,...,0,) une famille
d’élements de E* tels que

VZ,] S {1, . ,n},goj(ei) = 5”
Alors (e1,...,e,) est une base de E et (p1,...,p,) une base de E*.

Démonstration. Comme chacune des deux familles contient n = dim(E) vecteurs, il suffit de mon-
trer que ces familles sont libres. Soient donc Aq,...,\, € K n scalaires tels que

/\161 + -+ )\nen = OE
On a alors, pour tout i € {1,...,n},

0= goi()\lel + e+ )\nen)
= Aipier) + -+ Anpi(en)

=\
Tous les A; sont donc nuls : (eq,...,e,) est une famille libre de E. Comme elle est libre maximale,
c’est une base de E.
La preuve du fait que (¢1,...,9,) est une base de E* est similaire et laissée au lecteur. O

1.4 Polyndéme interpolateur de Lagrange

Essayons de généraliser ’exemple précédent. On se donne n abscisses z1,. .., 2z, € K (deux a deux
distinctes) et autant d’ordonnées y1,...,y, € K (non nécessairement distinctes). On cherche un
polynéme P tel que, pour tout ¢=1,...,n, on a

P(z;) = y;.
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L’espace K,,_1[X] étant un espace de dimension n, on s’attend a ce qu’il existe exactement un tel

Olyn()me P. En eﬁ’et si on note P = aog +a X+"'+a — Xn_l. on a
pol] ) 0 1 n-1 3

n-1

P(l‘l) =ao+ a1+t an-1r; .

Les n équations P(x;) =y; conduisent alors au systéme

n—1
Yy =ap+aixy +-+ap-1Ty T,

n—1
Yn =00+ aA1Tp + -+ Ap-12,

Soit, sous forme matricielle,

2
O L1 ag U1
2 n-1
1 zp 3 T5 ar | _ Y2
2 n—1
1 =, =z , ap-1 Yn
Viy oo

La matrice du systéme V,, . .. et appelée matrice de Vandermonde. Son d‘éterminant est connu ' :

det(le,...,z") = H(Q?J - 1‘1)
i<j
Elle est donc inversible si et seulement si tous les x; sont deux a duex distincts. Le calcul de son

inverse est cependant plus délicat.
Formalisons ce probléme en termes de bases duales. Considérons les n formes linéaires ¢; :
K,,-1[X] - K définies par
pi(P) = P(zi).
Cherchons des polynomes L; tels que

En vertu de la proposition 10, nous aurons alors que la famille (¢1,...,¢,) est une base de
(K,-1[X])* et que la famille (Ly,...,Ly) est une base de K,,_1[X]. Fixons j € {1,...,n}. les
équations (1.4.1) avec i # j,
0=pi(L;) = Lj(xi),

montrent que les x; (i # j) sont racines de L; et donc que L; est divisible par le produit des
(X —m;) :

[I(X -2)lL;.

1¥)

Comme ce produit est exactement de degré n -1, on a que

Lj = w]' H(X - (El)

i)
avec w; une constante a déterminer. Celle-ci nous est donnée par la condition ¢;(L;) =1:

1= 9;i(L;) = Lj(z;) = w; [[(zj - =)

%]
On a donc L
Wiz — =
! Hz‘#j(mj - i)
et
L - Hi¢j(X - ;)

Hi*j(xj - LUZ) '
La solution de notre probléme initial est maintenant & portée de main. Le polyndéme P que nous
cherchons doit satisfaire les équations ¢;(P) = y;, j € {1,...,n}. Or la solution est donnée par

n [T (X —24)
P=yi L1+ +y,L, = ylji.
j; H#j(xj _xi)

En effet, en utilisant les propriétés des bases duales, on obtient o;(P) = ;. Ce polynome est appelé
polynéme interpolateur de Lagrange.

'Et c’est peut-étre un exercice que vous avez déga fait !
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1.5 (*) Formes linéaires et sous-espaces vectoriels

Nous avons vu dans la section 1.2 le lien entre formes linéaires et hyperplans. Essayons de généraliser
cette construction pour inclure tous les sous-espaces vectoriels de FE.

Définition 11. 1. Soit A une partie de E. On définit
At:={pe E*lVae A, ¢(a)=0},
autrement dit A' est I’ensemble des formes linéaires s’annulant sur tous les éléments de A.

2. Soit B une partie de E*. On définit de maniére analogue I’ensemble des u € E sur lesquels tous
les éléments de B s’annulent :

*B:={ueE|NpeB, p(u)=0}

Remarquons ici la notation que nous avons employée : A* est une partie de E* alors que *B
est une partie de F, la différence permet ici de savoir si I'on a affaire & un sous-espace de E ou de
E~.

Ezemple. 1. On a E* ={0g«} et {Og}* = E*. De méme, *(E*) ={0g} et *{0p-} = E.

2. Si H = Ker ¢ est un hyperplan de E, on a H* =Ky, c’est le théoréme 7.

Le principal résultat de cette section est contenu dans les deux théorémes suivants :

Théoréme 12. 1. Si A et A’ sont deuz parties de E avec Ac A’, on a (A")* ¢ At (Uapplication
A~ At renverse linclusion).

2. Si A est une partie de E, A* = (Vect(A))* est un sous-espace vectoriel de E* et +(A*) =
Vect(A). En particulier, si A est un sous-espace vectoriel de E, on a *(A*) = A.

3. Si A est un sous-espace vectoriel de F,
n =dim(A) +dim(A*").

Le deuxiéme point de ce théoréme est important : Si A est un sous-espace vectoriel de E,
connaitre A est équivalent & connaitre A* puisque 1'un se déduit de I'autre. Les bases de A* (ou
plus généralement les familles génératrices) forment des systémes d’équations de A.

Démontration du théoréme 12. 1. Soit p € (A")* : Vu e A, p(u) = 0. En particulier, comme A c A’
onaVueA, p(u) =0, c’est-a-dire ¢ € A*. Ceci montre donc que (A")* c A*.

2. Soient ¢,1 € At et A e K. On a, pour tout a € A,

Ap+¥)(a) = p(a) +1(a) =Ax0+0=0,

ce qui montre que Ap+1 € At et donc que A* est un sous-espace vectoriel de E*. Par définition
de A, siac A, ona

Voe At p(a) =0,
ce qui montre que a € *(A*) : A c +(A*). Comme *(A*) est un sous-espace vectoriel de F
(voir théoréme 13), nous avons Vect(A4) c *(A*). Nous devons maintenant montrer I'inclusion
réciproque : *(A*') c Vect(A). Nous allons montrer

Vect(A)¢ c (*(A))°.

Si Vect(A) = E, il n’y a rien a faire. Sinon, soit u € Vect(A)°. Nous devons montrer u ¢ *(A*),
autrement dit

Jpe At p(u) 40
(c’est la négation de Yy € A+, p(u) = 0). Nous cherchons donc une forme linéaire ¢ € A* (nulle
sur Vect(A)) telle que p(u) # 0. Soit k = dim(Vect(A)) < n. On se donne (eq,...,e;) une base

de Vect(A). Posons eg11 = u et complétons la famille libre (eq,...,egy1) en une base (eq,...,e,)
de E. Prenons la forme linéaire ¢ définie par

w(e;))=0siizk+1, p(eps1)=1.

On a alors eq,... e € Ker () donc A = Vect(eq,...,er) c Ker (¢), ce qui montre ¢ € A* et
o(u) = p(egs1) =1 #0. Ceci achéve la preuve de x ¢ +(A*L).
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3. Soit k = dim(A). Choisissons une base (e1,...,ex) de A que nous complétons en une base
(e1,...,e,). Soit (e7,...,er) la base duale. Posons B := Vect(e], ..., e} ), de sorte que dim(B) =
k =dim(A). Si ¢ € B, on peut écrire de maniére unique

@ =A1e] + -+ Ageg.
Donc si p e BnA*, on a ¢ = A\ef +-+ A\gej et p(er) =+ = p(ex) = 0. Donc

)\1:(10(61):07"'5/\]6:@(6/9):0)

ce qui montre que ¢ =0g~ :

Bn AL = {OE* }
Soit maintenant ¢ € E* quelconque. Il existe des coefficients a,...,a, € K tels que ¢ = aye] +
-+ age, . Posons

* * * *
VB =qre] + -+ ager, Yar = Qppi€p,q T+ Qe

On a clairement ¢ € B. De plus, on voit que ¥ 4:(e1) =+ =1a:(er) =0 donc A c Ker (1p41) et
Y. € A*. Nous avons donc montré que B + A* = E*. Finalement

n=dim(E*) = dim(B) + dim(A") = dim(A) + dim(A").
O

Théoréme 13. 1. Si B et B’ sont deux parties de E* avec B c B’, on a *(B') c*B (I’application
B~ * B renverse linclusion,).

2. Si B est une partie de E*, *B = *(Vect(B)) est un sous-espace vectoriel de E et (*B)* =
Vect(B).

3. Si B est un sous-espace vectoriel de E*,

n =dim(B) +dim(*B).

La preuve de ce second théoréme est similaire a celle du premier. Nous la laissons donc en
exercice. L’analogie entre ces deux théorémes est assez remarquable et illustre la dualité (au sens
usuel) entre E et E*. Nous avons vu que F et E* sont isomorphes, mais pas de maniére naturelle.
Cependant, nous avons le fait suivant :

Théoréme 14. On appelle bidual de E le dual de E* (I’ensemble des formes linéaires sur E*)
noté E**. Siu e E, on définit une forme linéaire O, : E* - K par

Ou(p) = p(u).

On a donc ©, € E** et lapplication u — ©, est linéaire. Si E est de dimension finie, cette
application est un isomorphisme entre E et E**.

Démonstration. Vérifions que O, est linéaire. Si p,9 e E* et A e K, on a

Ou(Ap + 1) = (Ap + 1) (u) = Ap(u) + ¢ (u) = AOu(p) + Ou(¥),

ce qui montre que O, est une forme linéaire sur E* : ©, € E**. De plus, si u,v e F et si A €K, on
a, pour tout ¢ € K*,

Oxuro () = p(Au+v) = Ap(u) + 9(v) = A0, () + O, (p).

Remarquons qu’on a utilisé ici le fait que ¢ est linéaire (!). Nous avons donc montré (¢ étant
quelconque) que Oyyyy = AO, + O, ce qui montre que O : u — O, est linéaire. Ensuite, on a
dim E** = dim(E*) = dim(FE), donc pour montrer que O est un isomorphisme, il suffit de montrer
que © est injective. Or, si ©, = 0 pour un certain u € E, on a Yy € E*,0=0,(¢) = ¢(u), ce qui
impose u = 0 (on consultera ici la preuve du théoréme 12 ot ’on montre que pour tout sous-espace
A et tout u # 0 il existe une forme linéaire ¢ nulle sur A et telle que ¢(u) # 0, il suffit ici de prendre
A ={0}). © est donc un isomorphisme. O
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1.6 (*) Formes linéaires et applications

Dans cette section, donnons-nous E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 15. Soit ® € L(F, F') une application linéaire. On appelle application transposée 1’ap-
plication linéaire ‘® : F'* — E* définie par ‘®(¢) = ¢ o ® pour tout € F*.

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ‘® est bien définie et linéaire.

Théoréme 16. Soit B (resp. C) une base de E (resp. de F'). Notons B* (resp. C*) sa base duale.
On a alors
Matcs g+ (tCI)) =t (Matg)c(q))) .

Autrement dit, la matrice de l’application transposée (dans les bases duales) est la transposée de
Uapplication elle-méme.

Démonstration. Notons n = dim(E) et m = dim(F'). Soient A = (a;;) et B = (b;;) les matrices de
et 1O :

V] € {17“-3”}7 (P(Gj) = Zaijfia Vie {]-a "7m}7 tq)(f:) = Z bji6;~
i=1 j=1

Ona )’ bjie; = Y®(f) = f} o®. La formule (1.3.1) peut s’écrire (en enlevant la référence a u € E)
j=1

n
IdE = z e;(-)ej, d’ou
j=1
n n n
Y. bjie = flo®oldp =) ef () fi (D(e))) = Y agze; ().
j=1 J=1 J=1
En identifiant, on trouve donc bj; = a;; pour toute paire (i,5), ce qui montre B ="A. O

1.7 Exercices

Exercice 1.1. Dans M, (K), E;; désigne la matrice, dite élémentaire, dont les coefficients sont

N

nuls sauf celui situé a I'intersection de la ligne 7 et de la colonne j qui vaut 1 : E;j = (0;10,1)1<k<n-
1<i<n

1. Justifier que By = (Esj)1<i<n est une base de M, (K) (c’est sa base canonique). En déduire

1<y<n
dim(M,,(K)).

2. On note (E1, Es, ..., E,) la base canonique de M, 1(K) (I’espace des matrices colonnes de lon-
gueur n). Prouver que, pour toute paire (i, ) d’entiers entre 1 et n,on a ‘E;.E; = 6;;, et E;.'E;
E’L] .

3. En utilisant la question précédente, montrer que, pour tous 1, j, k,l entiers entre 1 et n, on a
EijEy = 6.

4. Soit A = (a;;) une matrice de M, (K) dont on note L1, ..., Ly lesligneset C4,...,C,, les colonnes.
Décrire les matrices E;;A et AE;;. En déduire le centre de M, (K) : C := {A € M, (K), VM «
M, (K),AM = M A}.

Exercice 1.2. 1. Définir, a 'aide de quantificateurs, les propriétés suivantes de la matrice A €
M, (K) :

e A est triangulaire supérieure (resp. inférieure),
e A est diagonale,

e A est scalaire,

e A est symétrique (resp. antisymétrique).

2. Soit D € M,,(K) une matrice diagonale. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
D soit inversible et déterminer alors son inverse.

3. On note S,, (resp. A,) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M, (K).
Apreés avoir rappelé les propriétés de la transposition, montrer que S,, et A, sont deux sous-
espaces supplémentaires dans M, (K).

4. Donner une base de S, et de A,, lorsque n =2 ou 3 puis généraliser. Donner la dimension de .S,
et A,.
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Exercice 1.3. Pour toute matrice A = (a;;) de M, (K), on appelle trace de A le scalaire tr(A) =
Z Qjj-
i=1

1. Prouver que Papplication tr: M, (K) — K est une forme linéaire non nulle sur M, (K).

2. En déduire que H = {A € M,,(K),tr(A) =0} est un hyperplan de M, (K) et en donner une base
lorsque n = 2.

Prouver que pour toutes matrices A, B € M,,(K), tr(*A) = tr(A), et tr(AB) = tr(BA).

Prouver que VA, B € M,,(K),Vp e N*, tr((AB)?) = tr((BA)P).

A-t-on tr(AB) = tr(A) tr(B) pour tout couple de matrices A, B € M,,(K)?

Prouver que pour toute matrice A € M, (R), on a tr(*A.A) > 0 avec égalité si et seulement si

A=0,.

S Otk W

Exercice 1.4. Dans £ = R® muni de sa base canonique By = (ey,es,e3,64,€5), on considére
F = Vect(u,v,w,t) ot

w=(1,0,2,0,3), v=(2,0,1,0,-1), w=(-1,0,1,0,2), ¢=(-1,0,4,0,9).

Par la méthode d’échelonnement, déterminer le rang de la famille (u,v,w,t), une base de F, sa
dimension, I'un de ses supplémentaires dans E et une forme linéaire ¢ € (R%)* telle que F' = Ker ¢.

Exercice 1.5. Dans E = R* muni de sa base canonique B = (e1,e2,e3,e4), on considére F =
{(z,y,2,t) € R* 3z+t=5x +4y}. Justifier que F est un hyperplan de F, en déduire sa dimension,
puis en donner une base, toutes ses équations et tous ses supplémentaires dans F.

Exercice 1.6. Reprendre I’exercice précédent avec £ =Ry[X] et F={PeFE, P(1)+P'(1)=0}.

Exercice 1.7. Dans F un K-espace vectoriel de dimension finie n, on considére deux vecteurs
distincts w,v. Construire une forme linéaire ¢ sur E telle que ¢(u) # ¢(v). (On pourra compléter
e1 =u—v en une base de E).

Exercice 1.8. Dans £ = R® muni de sa base canonique By = (e1, ez, e3), on considére
Uy =€y +e3, Uz =e€ey—e3, U3=e]+ey—2es.

1. Justifier que By = (u1,us2,u3) est une base de E et déterminer sa base duale. En déduire la
matrice de passage @ de By a Bp.

2. On pose F = Vect(uy,us). Justifier que F' est un hyperplan de F et déterminer I'une de ses
équations.

3. Déterminer un systéme d’équations de G = Vect(ugz).

Exercice 1.9. Sur E = R3[X], on consideére les cinq formes linéaires suivantes :

P1(P)=P(0), ¢a(P)=P0), ps(P)=P(1), pu(P)=P'(1), w(P)= [ P(t)r

1. Prouver que (¢1, @2, 3, p4) est une base de E* et déterminer sa base préduale (Hy, Ho, H3, Hy).
2. Déterminer les réels a, b, c,d tels que ¥ = apy + bps + cp3 + dpy.

Exercice 1.10. Dans E = R® muni de sa base canonique, on considére I'ensemble F; des vecteurs
(x,y,2z,t,u) satisfaisant
T+2y+3z+4t+5u =0,
r+y+z+t+u=0,

Sr+4y+3z+2t+u=0.

Justifier que F; est un sous-espace vectoriel de E et que 2 < dim(F}) < 4.

Les vecteurs u = (6,-9,1,1,1) et v =(2,-1,1,-2,1) appartiennent-ils a F} ?

Déterminer une base de Fj et en déduire sa dimension.

Déterminer un supplémentaire Gy de I dans E puis en donner un systéme d’équations.
On pose Fy = Vect(eq,e3). Déterminer Fy N Fy.

AN

Exercices plus difficiles :

Exercice 1.11. Soit n un entier naturel, n > 2.
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. R™! est-il un hyperplan de R™? Donner la forme générale des formes linéaires sur R™. En

déduire une caractérisation de ses hyperplans.

. Soit E = R,[X]. On pose Hy = R,1[X], Hy = {P € R,[X],P(1) = 0}, Hs = {P ¢

R,[X],P(0) = 1}. Hy, Hy et Hs sont-ils des hyperplans de R,[X]? Donner deux supplé-
mentaires distincts de H; et de Hs.

Exercice 1.12. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1.

Soient Hy, Ho deux hyperplans de E. Discuter la dimension de H; n Hs. Plus généralement, si
F' est un sous-espace vectoriel de FE, discuter la dimension de F'n H;.

. Soient H,y, Hs et Hj trois hyperplans de E. On se donne 1, s, @3 trois formes linéaires telles

que H; = Ker ¢; pour ¢ = 1,2,3. Discuter suivant le rang r de (¢1,p2,¢3) la dimension de
H, n Hy n Hs. Interpréter géométriquement les résultats lorsque n = 3.
Si Hq,Hs, ..., H, sont p hyperplans de E, prouver que dim(HynHyn--nHp) 2n-p.

. Soient, H un hyperplan et u un vecteur de '\ H. Montrer qu’on peut construire une base de E

contenant u et aucun vecteur de H.

Exercice 1.13. On se propose de prouver que pour toute forme linéaire ¢ sur M, (K), il existe
une unique matrice A telle que

VX € M, (K), ¢(X) = tr(AX).

Soit A € M, (K). Justifier que 'application ¢4 de M, (K) dans K définie par ¢4 (X) = tr(AX)
est une forme linéaire sur M, (K).

. On note ® Vapplication de M, (K) dans son dual définie par ®(A) = 4. Montrer que ® est

linéaire.
Montrer que Ker (®) = {O,,} (on calculera pour cela pa(E;sj)).

. En déduire que ® est un isomorphisme et conclure.
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1.7 Exercices




