
������� �� ��	
��� ����
�����

������ ���	
�
�

���
� 
������������ ���������





����� ��� ��	
����

� ������� �

��� ������ 	
��

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �
��� ��
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ��	����� 
������	
���� �� �
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� � ! ������ 	
��

��� �� ����"���
#�� $�#���
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� � ! ������ 	
��

��� �� 
��	
#
�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��% &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	 
��
�� ����������� ��

��� (����
	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��� �
��� ��
��
��� �� B(E) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
��� ������ *
	
��

��� ������
+��� �� 
��
������
+��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

����� -�.�
�
��� �� ����
/��� �����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
����� ������ +�
��
�
+��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� 0���#�
�� ��� 1����� *
	
��

��� ������
+��� �� ��� 1����� +�
��
�
+��� � � ��
����� � ! 0���#�
�� ��� 1����� *
	
��

��� 
	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

��� &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

� ������� �������� ��

��� -�.�
�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &'���	�� �� ��1����#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 2
�
#���
�
�
�� �
��
#
�		� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� -��' 
���
	
��� 1���
����
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 3��	� ����� ���' $�#����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
��� 4��5����
	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��% &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

� ������� ���������� ��

��� �� ��
	 �6�� ���
#� ��#	
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �
�
		�� ���5����
	�� �� ���5�����
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 7���	�����

�� ���5����
	 �6�� ����"���
#� $�#���
�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���8�#�
��� �� ������
�� ���5����
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���8�#�
��� ���5����
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� 7�����
�� ���5����
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

��� -
��
�#� 9 �� ����"���
#� $�#���
�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �6���5����
	
�
�
�� �� (�
�"7#5�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��% &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����
������
�� ��� ������� ���������� ��

��� 3�8�
�� �6�� ��������5
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &�������5
���� ������
+��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &�������5
���� ���5����
�' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &�������5
���� ������
+��� �� 
��	
#
�
��� *
	
��

��� ������
+��� � � � � � � � � � ��
��� &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��



� ����� ��� 	��
����



�������� 	

�������

��������

��� ������ 	
��

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �
��� ��
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ��	����� 
������	
���� �� �
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � ! ������ 	
��

��� �� ����"���
#�� $�#���
�	� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ! ������ 	
��

��� �� 
��	
#
�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��% &'��#
#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� �� ����	
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��	��� �� K������� ���
��	�� �K = Q,R� C �� ���� �����������
 �� �����
�����
�
	�� 
� 
	����	�� ��	� n ∈ N∗� ���� ���
	�� 
� ���
��	��� �� �������� ��� K ��	����� ��

�� K������� ���
��	�� 
� 
	����	�� 1 � �� ���� �����	��� ��
 (1)�
δ 
��	��� �� � ����� 
� !�����"�� �#�����
 !�����"�� $%&'($%)$� *

∀(i, j) ∈ N2, δij = {1 �	 i = j,
0 �	 i ≠ j.

+� ���
	���	��� �	 B = (e1, . . . , en) ��
 ��� ���� ���������� 
� E� �� �

MatB(Id) = (δij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

.
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��	���� ��� ��� ��

�� ������� * ϕ ���	�� ψ ���	�� θ �
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�����

&� #-�������� 
�� ������ �	���	��� ��� E �-������� ����

�� ��
� 
� E ��� ���� �	�������
 �� ��
�


� E�� �� �� ��
� E∗�

+� ���
� 
� �� 
���	
	��� ��� ����� �	���	�� ϕ ��
 ��� ����	��
	�� 
� E ���� K ��	 ��
	���	


∀u, v ∈ E, ∀λ ∈ K, ϕ(u + λv) = ϕ(u) + λϕ(v).
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��	�� /��������� ��������
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 E∗ ���
 	���������� 	� �-�0	�
� ��� 
� ���	1��
�����	��� ��-��
�2�
	�� 	�
����
��
� 
� 
��
 ���	0� 
� ����
��	�� �� 	�������	��� ��
�� E �
 E∗�
���	 ������	
� 
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	����	
	�� 
-��
��� ��3�
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������ �� ��
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� �� ������
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��
������� �� �� � ��� E∗ = L(E,K) 
��� E∗ ��
 ���	 
-��� �
���
��� 
-������
���
��	��� �� ����� �	 E ��
 
� 
	����	�� ��	��

dim(E∗) = dim(L(E,K)) = dim(E)dim(K) = dim(E).
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���� ������� 	�� E∗ �
� �� �
��
� ��
������� �� ������ �� ��������� ���� 	�� 
� ϕ,ψ ∈ E∗ 
���
���� �����
 ��������
 �� λ ∈ K �� 

������� �������
����� ϕ + λψ ������ ���

∀u ∈ E, (ϕ + λψ)(u) = ϕ(u) + λψ(u)
�
� ��� ����� ��������� ��������� ������ �� E∗ �
� �� ����� ��	
���� 	���� 0E∗ �

∀u ∈ E, 0E∗(u) = 0K.

�����	����� �� ���
 ϕ �	� ����� ��	
���� 	�	 	���� ��� E� ����� ϕ ��
 ������
��� �
 dimKer (ϕ) =
n − 1�

�
��	�
��
��	� ������
 ���� ������
 �� �� 
����
������ �� ϕ �

�� Imϕ �
� �� 
��
��
��
� ��
������ �� K ���
 rgϕ = dim Imϕ = 0 �� 1.  � rgϕ = 0� Imϕ = {0K}
���
 ∀u ∈ E,ϕ(u) = 0� ��������� ��� ϕ = 0E∗ � 
� 	�� ���
 ����
 ��
�� ���
 ��
 !"���!#
�
 ��
�� �����
������ ���
 rgϕ = 1 �� Imϕ = K� 
��
��$����� ϕ 
����
�����

%� ���
	�� ϕ �
� ���������� �� ���
�� �� ��
���� u ∈ E ��� 	�� x ∶= ϕ(u) ≠ 0�  ��� ���������� y ∈ K�
�� 
!��
!� �� ��
���� v ∈ E ��� 	�� ϕ(v) = y� &�� ���� ���� λ ∈ K� 
� v = λu

ϕ(v) = ϕ(λu) = λϕ(u) = λx.
'� 
!��
�

��� λ = y/x (
���� ��������� �
� �����
� 
�� x ≠ 0)� �� � ���


ϕ(y
x
u) = y

x
ϕ(u) = y

x
x = y.

*� 	�� ������ 	�� ���� ���� y ∈ K� �� ���
�� v ∈ E ��� 	�� y = ϕ(v) � ϕ �
� 
����
�����

���� ��������� �� 
�
��� ����� �� �� �����
������ �����
��
 �� �!���#�� �� ���� �����	�� $ ϕ �

dimE = dimKer (ϕ) + rgϕ.

+��
 ����
 dimE = n� ��� ���������� �� ���
 ����
 ��� ���
 �� ������� ����� 	�� rgϕ = 1� *�
�
������ 	�� dimKer (ϕ) = n − 1�

������
 ���������� 	���	��
 �������
 �� �������
�
 �

�  � E �
� �� �
��
� ��
������ 	���
��	�� �� �����
��� n �� 
� B = (e1, . . . , en) �
� ��� ,�
� �� E�
�� �� ��� ���������

∀u ∈ E, ∃!(u1, . . . , un) ∈ Kn, u = n∑
i=1

uiei.

 ��� ϕ ∈ E∗� *���� ϕ �
� ��������� �� �

ϕ(u) = ϕ( n∑
i=1

uiei) = n∑
i=1

uiϕ(ei).
-��
� ϕ �
� ������������ ���������� ��� �� ������� ���������
 �� Kn

ϕ(B) = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)),
������� ��� ϕ �� B 	�� ���
� ����� 	�� �� �����
�� �� ������ (1, n)� �� ϕ ������������ $ �� ,�
�B �

ϕ(u) = (ϕ(e1) ϕ(e2) ⋯ ϕ(en)) ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝

u1
u2⋮
un

⎞⎟⎟⎟⎠
,


��
� ���
������ �����
����� �� 

������ ϕ(u)�
���
 �� 
�
 �����
����� �. E = Kn ���� �� 
� ,�
� 
�����	��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1 = (1,0, . . . ,0),
e2 = (0,1, . . . ,0),
⋮

en = (0,0, . . . ,1),



������� �

�� � ��� ϕ ∈ E∗ �� �	 ���
����	 ���
 �
��	� n ���
����� α1, . . . , αn ∈ K 	�
� ���

ϕ((x1, . . . , xn)) = α1x1 +⋯+ αnxn = n∑
i=1

αixi.

�� � �
���� ���� 	��	 i = 1, . . . , n� αi = ϕ(ei) � 
�� αi ���	 ��	������� �� ������� ������ ��� ϕ�
��� �
���
��

ϕ = 0E∗ ⇔ (α1, . . . , αn) = (0, . . . ,0).
� �� E = Mn(K) ��	 
� K������� ���	����
 ��� ��	����� ������� �� 	��

� n � ��������	� ���� K�
dim(E) = n2� �� ���� ��������� �� E ��	 
� ����

B = (E11,E12, . . . ,E1n,E21,E22, . . . ,E2n, . . . ,En1,En2, . . . ,Enn),
 ����� ��� ��	����� �
����	����� Ekl ��!���� ��� Ekl = (δikδjl)1⩽i⩽n

1⩽j⩽n
, ���� δ 
� �"���
� ��

#�����$�� %Ekl ��	 
� ��	���� ������ �� 	��

� n �"��	 ��� &���� ���	��	 ��� �� 1 � 
���	�����	���
�� 
� k����� 
�'�� �	 �� 
� l����� ��
����(� �����
���	��� �����

A = (aij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

↦ trA ∶= n∑
i=1

aii

��	 ���  ���� 
������� ��� Mn(K)� )� �*�	� ���� 	��	�� ��	����� A,B ∈ Mn(K) �	 ���� 	��	
���
���� λ ∈ K� �� �

tr(A + λB) = n∑
i=1

(aii + λbii) = n∑
i=1

aii + λ n∑
i=1

bii = tr(A) + λ tr(B).

� ���	 E = Kn[X] = {P ∈ K[X],deg(P ) ⩽ n} 
�������
� ��� ��
"�+��� �� ��'�� �� �
�� n� ��
���� ��������� �� E ��	 B = (1,X,X2, . . . ,Xn)� ���� dim(E) = Card(B) = n + 1� ���� 	��	
x ∈ K� 
����
���	��� δx ∶ P ↦ P (x) ��	 ���  ���� 
������� ��� E ����
�� ����	��
�� �� x� �
��
'�����
����	� �� x ∈ K �	 k ∈ N� �� ���	 ��!��� ���  ���� 
������� ��� E ���

ψx,k ∶ P ↦ P (k)(x) %,�,�,(

%���
��	��� �� 
� ������� k����� �� P �� x(� -��������� ��� �� k ⩾ n + 1� ψx,k = 0E∗ �

� ���	 E = C([a, b],R) 
������� ���	����
 ��� ���
���	���� ���	����� �� 
���	����

� [a, b] ���� R�
���� a �	 b ���
 ���
�� a < b� .���	 �� ������ ���	����
 �� ��������� ��!���� �����
���	���

I ∶ f ↦ ∫ b

a
f(t)dt

��	 ���  ���� 
������� ��� E '�/�� � 
� 
������	� �� 
���	�'��
�� )	� ����� �����������	� ��
x ∈ [a, b]� 
����
���	��� δx ������	� ��	 ���  ���� 
������� � δx ∶ f ↦ f(x)�
0������ ����	����	 �� ���	��� ���� ����!�� ������  ���

� ��  ����� 
�������� (ϕ1, . . . , ϕn) ��	

��� ���� �� E∗�

	
���
����� �� 
�
��� (ϕ1, . . . , ϕn) 	�� ���
��� �� n ������ �
���
��� �	� E �� (e1, . . . , en) 	��

���� �� E� �����

(ϕ1, . . . , ϕn) ��� 	�� ���� �� E∗⇔
""""""""""""""""""

ϕ1(e1) ϕ1(e2) ⋯ ϕ1(en)
ϕ2(e1) ϕ2(e2) ⋯ ϕ2(en)⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ϕn(e1) ϕn(e2) ⋯ ϕn(en)

""""""""""""""""""
≠ 0.

����������
��� 1��� ������ ��� dim(E∗) = n ���� �� 
�  ���

� (ϕ1, . . . , ϕn) ��	 
����� �

� ����



� ��� ����	�
��


����� �������� 	
�� 
�� ���� 	� E� �

� ��
��

(ϕ1, . . . , ϕn) ����
⇔∃(λ1, . . . , λn) ∈ Kn ∖ {(0, . . . ,0)}, λ1ϕ1 +⋯+ λnϕn = 0

⇔∃(λ1, . . . , λn) ∈ Kn ∖ {(0, . . . ,0)},∀i ∈ {1, . . . , n}, (λ1ϕ1 +⋯+ λnϕn)(ei) = 0

⇔∃(λ1, . . . , λn) ∈ Kn ∖ {(0, . . . ,0)},∀i ∈ {1, . . . , n}, λ1ϕ1(ei) +⋯ + λnϕn(ei) = 0

⇔∃(λ1, . . . , λn) ∈ Kn ∖ {(0, . . . ,0)},
⎛⎜⎜⎜⎝

ϕ1(e1) ϕ2(e1) ⋯ ϕn(e1)
ϕ1(e2) ϕ2(e2) ⋯ ϕn(e2)⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ϕ1(en) ϕ2(en) ⋯ ϕn(en)

⎞⎟⎟⎟⎠
%&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&'&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&*

=M

⎛⎜⎜⎜⎝

λ1
λ2⋮
λn

⎞⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝

0
0⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎠

⇔ Ker (M) ≠ {0Mn,1(K)}
⇔ det(M) = 0.

��
� �� ���
���� ��� ������� 	
���� 	��� �� ��
�
����
� ��� �� ������
��� 	� M �� 
� ���� �
�
det(M) = det(tM��

��� ������	
��

��������� �� �� ������� ��������� 	� E �� �
��
 	�
�� �
��� �������� �
� �
��� �
� E �

H ��������� 	�  ⇔∃ϕ ∈ E∗ ∖ {0E∗},H = Ker (ϕ).
!�� �
����
���" 
� ��������� H 	� E ��� 
� �

�#������ ����
���� 	� 	� E 	� 	������
� n− 1

�� dimE = n ��
�� �� ��
�
����
� $��
����	��� �� ���� H �� �����	�
��	 
	�����	� �	 E� �	� 
��
�������� ���
���	� ���� ����
��	��	� �

�� H 	�� �� ��
	�
��� �	 E�

��� H 	�� �� �����	�
��	 
	�����	� ������ �	 E 	� ∀u ∈ E ∖H� E =H ⊕Ku�

���� dimH = n − 1�

�������������� � i ⇒ iii � %� H ��� 
� ���������" �
�� ϕ ∈ E∗ ����� �
� H = Ker (ϕ)� �� � �

��
�� ��
�
����
� $� �
� dim(H) = dimKer (ϕ) = n − 1�

� iii⇒ ii � �� � dimH = n − 1 < dimE 	
�� H ��� 
� �

�#������ ����
���� ������ 	� E�

%
�� u ∈ E ∖H� !
�
�� F = Ku� %� v ∈ F ∩H" v ≠ 0" 
� � u = λv �

� 
� ������� λ ∈ K∗ ��" �
���
v ∈H" u = λ−1v ∈H" �� �
� �
����	�� �� ��
�� 	� u� �
�� F ∩H = {0E}� !�� �����
��" 
� ����

dim(F +H) = dim(F ) + dim(H) − dim(F ∩H) = 1 + (n − 1) − 0 = n
	
�� F +H = E ��" �
��� F ∩H = {0E}" 
� � F ⊕H = E" �� �
� ��� ii�

� ii⇒ i � %
�� u ∈ E ∖H� %
�� ϕ �����������
� 	� E 	��� K 	�&��� 	� �� ����'�� �
������ � !

�
�

� v ∈ E" 
� ��
� ������ 	� ����'�� 
���
� v = v0+v1 ���� v0 ∈H �� v1 =∈ Ku 	
�� �	� ����'��

���
� �( ���
��� v1 = λvu� �� �
�� ��
�� ϕ(v) ∶= λv� )
���
�� �
� ϕ ��� ��������� %
���� v,w ∈ E
�� α ∈ K" �
�
��

{ v = v0 + λvu,
w = w0 + λwu

��
� 	��
��
����
� 	��� �� �
��� 	������ E =H ⊕Ku 	� �
��� �
�

ϕ(v) = λv, ϕ(w) = λw.
�� � ��
�� �
� ���*�����

v + αw = (v0 + αw0)%&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&'&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&*
∈H

+(λv + αλw)u%&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&'&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&*
∈Ku

��� �� 	��
��
����
� 	� v + αw 	��� �� �
��� 	������ ��" ���
� �� 	�&����
� 	� ϕ"

ϕ(v + αw) = λv + αλw = ϕ(v) + αϕ(w).



������� �

�� ��� ���	
� ��� ϕ ��	 ��� ��
�� 
�����
�� ���	� � ���
 ����	����	 ��� Ker (ϕ) = H� �
� ��
v ∈ H� �� � ��� v = v + 0 u ��	 
� ���������	��� �� v ���� 
� ����� ��
��	� E = H ⊕Ku� ����
ϕ(v) = λv = 0 �	 v ∈ Ker (ϕ)� �� ��� ���	
� ��� H ⊂ Ker (ϕ)� �� ��
	���
��
� dim(Ker (ϕ)) ⩾
dim(H) = n − 1� �
 
� ���������	��� �� u ���� 
� ����� ��
��	� ��	 u = 0 + 1 u ���� �� 	�
�
ϕ(u) = 1� ���� ϕ ≠ 0E∗ �	 dim(Ker (ϕ)) = n − 1 = dimH� ����� H ⊂ Ker (ϕ)� ���� ���	
� ���
H = Ker (ϕ)� ��	
����	 ��	 H ��	 �� ����
�
�� �� E�

	
���
�� �� ������ ϕ �� ψ ���	 
����
 ��������
 ��� �����
 
�� E� �� �

(Ker (ϕ) = Ker (ψ)) ⇔ (∃λ ∈ K∗, ψ = λϕ).
�����
�������� �� ψ = λϕ ���� λ ∈ K∗� �� � 	
����
����	 ��� Ker (ϕ) = Ker (ψ). ��������� ����
��� Ker (ϕ) = Ker (ψ)� ���	�� ���� ���! ��� "

� �� Ker (ϕ) = Ker (ψ) = E� �� � ϕ = ψ = 0E∗ �	 
�� ���! ��
��� ���	 �
���
	�����

�� 
���� �

���	
� #�
���
� ��
 �!���
� λ = 1$�

� �� Ker (ϕ) = Ker (ψ) = H ���� H �� ����
�
�� �� E� ���	 u ∈ E ∖H� �� � �
�
� ϕ(u) ≠ 0 �	
ψ(u) ≠ 0� %�����

λ = ψ(u)
ϕ(u) ∈ K∗.

&��	
��� ��� ψ = λϕ� ���	 v ∈ E� '�	���� ����� ���� 
� �
���� �� 	���
(�� �
������	 v =
v0 + αu 
� ���������	��� �� v ���� 
� ����� ��
��	� E =H ⊕Ku #v0 ∈H �	 α ∈ K$� �� � �
�
�

ψ(v) = ψ(v0) + αψ(u) #
����
�	� �� ψ$

= 0 + αψ(u)
ϕ(u)ϕ(u) #v0 ∈ Ker (ψ)$

= λϕ(v0) + αλϕ(u) #v0 ∈ Ker (ϕ)$
= λ(ϕ(v0) + αϕ(u))
= λϕ(v0 + αu)
= λϕ(v).

'��� ����� ���� ���	
� ��� ���
 	��	 v ∈ E �� � ψ(v) = λϕ(v), ��	
����	 ��	 ψ = λϕ�

����
����� ��� 
� �
���� ���� ���	
� ������ ��
�� 
�����
� ϕ #��� ��

�$ ��	 ��)��� �������*
���	 ��� ����� �	 
� ��
��
 ����

� �
��� ��
 �� ���	��
 u ∈ E ∖ Ker (ϕ)� ������� ����	����	
���
���� �!���
�� "

� H = {(x, y, z) ∈ R3∣ x − y + z = 0} ��	 �� ����
�
�� �� R3� ����	 
� �
�� ���	�
��
 #dimH =
3 − 1 = 2$ ������	��� x − y + z = 0 ������� ϕ(x, y, z) = x − y + z ��)��	 ��� ��
�� 
�����
� ��

R3� �� �

H = {(y − z, y, z), (y, z) ∈ R2} = Vect{(1,1,0), (−1,0,1)}
���� ��� +��� �� H ��	 ������ ��
 G = {(1,1,0), (−1,0,1)} #����	 ��� ����

�  ���
�	
���
������
� ��
 CardG = 2 = dimH$�

,�� ���	��
� u1 = (2,−1,−3) �	 u2 = (1,1,1) ����
	������	*�
� � H - .
 ��/	 ���
 ��
� ��
��
��
�
 ϕ(u1) �	 ϕ(u2) "

ϕ(u1) = 2 − (−1) + (−3) = 0 ���� u1 ∈H,
ϕ(u2) = 1 − 1 + 1 = 1 ≠ 0 ���� u2 /∈H.

,�� ����
����	��
�� �� H ���	 
�� �
��	�� ���	�
��

�� Ru0 ���� u0 = (a, b, c) /∈ H� ��	
����	
��	 	�
� ��� a − b + c ≠ 0�

� %��
 	��	 a ∈ R� ���� ����� ��	� δa ∶ P ↦ P (a) 
� ��
�� 
�����
� 0���
��	��� �� a1� ����	
��� ��
�� 
�����
� ��� ��

� ��
 Kn[X] ��
 δa(1) = 1� ���� Ha = Ker δa ��	 �� ����
�
�� ��
Kn[X]�
,� ����

� L = (X−a, (X−a)2, . . . , (X−a)n) ��	 ��� ����

� �� n ���	��
� ����Ha 
�����
����	
����������	� #��
 ����
����� ��
 
��
 �� 
�$� ����	 ��� ����

� 
�+
� ��!���
� �� Ha ����
��� +��� �� Ha�



� ��� ����� 	
����

�
������� �� ������� 	
�
� �
������� �� E ��� 
� ��
�������� ��������� ������ �� E 	
� �����
����
� ������������� ���� �
�
� �
��� ��
�������� ��������� �� E ������ E �
�������

�� ��������� ������� 	
� ��
� �
������� �� Mn(K) ���������� GLn(K)�

��� ����� �	�
��

���� ��
�� ����� ������� E ��� 
� K������� ��������� �� ��������� ���� n�

�������� � ����� �
����� ���� B = (e1, . . . , en) ��� �	
� �� E� 
��� ���� i ∈ {1, . . . , n}� �� ����
e∗i �	 ����� ����	��� 
�� E ������ �	�

∀j ∈ {1, . . . , n}, e∗i (ej) = δij ����	����
 ����������	���� �� ����������,

	��� δij �� 
������ �� ���������� e
∗
i �
� 	����� �	 � �� !���� ����"����� ��������"� �� �� #��� B�

 � 	

!� "	 �	����� (e∗1, . . . , e∗n) �
� ��� �	
� �� E 	������ #��� �
��� �� B�
#� 
��� ���� u ∈ E�

u = n∑
i=1

e∗i (u)ei. ���$���

$� 
��� ���� ϕ ∈ E∗� ϕ = n∑
i=1

ϕ(ei)e∗i .
%����	
��� 	
� �� ��
&� �� ����� '
����� ������������� (!���� ���"���� ��������"�) ��
� e∗i

��� e∗i (u) ��� �� ��������"� �� u �� ���* �
 �����
� ei�

%����
��	����� +�
� ����� �"��� ��� e∗i �
� 
�� #��� �� E, ��
� ������ ����� 	
��� �&���� 
�� ��

�� ��
�� ���� �� �� ��� �"���� �
� E ��
� ������ ��� ���"����"� �������� ���������� ����
� ���
����� �������

� -� !������ ��� e∗i ��� 
�� !������ ��#��� .� �/��, �� λ1, . . . , λn ∈ K ���� ���� 	
�

λ1e
∗
1 +⋯+ λne∗n = 0E∗ ,

�� �, ��
� ��
� i ∈ {1, . . . , n}, 0 = ⎛
⎝

n∑
j=0

λje
∗
j

⎞
⎠(ei) = n∑

j=0

λje
∗
j (ei) = n∑

j=0

λjδji = λi. ���� λi = 0

��
� ��
� i, �� 	
� ������ #��� 	
� �� !������ ��� e∗i ��� ��#��� 0���� ���� ��� �� ���* ��&����
n = dimE∗, ����� 
�� #��� �� E∗�

� 1�
� ��
� u ∈ E, ������ u = u1e1 +⋯+ unen �� �"����������� ���� �� #��� B� 2� �

e∗i (u) = e∗i (u1e1 +⋯+ unen) = n∑
j=1

uje
∗
i (ej) =

n∑
j=1

ujδij = ui,

�� 	
� ������ 	
� u = n∑
i=1

e∗i (u)ei.
� 3��� ϕ ∈ E∗� .� 
�������� �� !���
�� ��"�"�����, �� �, ��
� ��
� u ∈ E,

ϕ(u) = ϕ( n∑
i=1

e∗i (u)ei) =
n∑
i=1

e∗i (u)ϕ(ei) =
n∑
i=1

ϕ(ei)e∗i (u),

���4 �� ���� ϕ = n∑
i=1

ϕ(ei)e∗i .

%����	
��� ��� 	
� ��
� "��#��� ��� ������ � �� $, ��
� ������� ��� 
�����" �� !��� 	
� ��� e∗i
!������ 
�� #��� �� E∗� -� !���
�� �
 ����� $ ������ 	
� ��� e∗i !������ 
�� !������ *"�"�������
�� E∗�



������� �

	
���
�� � ����� ����	
����� ���� Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) ��� �	
� �� E∗� 
� ���
�� ��� ������ �	
�F = (f1, . . . , fn) �� E ����� ���

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, ϕi(fj) = δij .
����� �	
� �
� 	������ ����	
��� ��� 
��	
���� �� �	 �	
� Φ�

�����
��	����� �� 
�����
��� 	���
��� 	� ����� 
��
��� 
�� ��

��� � �� 
��
�� 	� �����������
	�
�� ���� 	
���� ��� �
��� �� 
�
� 
�� ������
��� ��� �������� 	� E ����� �� ������
�� 
��
����� ��������� �� ��
� 	��� 
����	�� 	�����������  ��� B = (e1, . . . , en) 
�� ���� �
������
� 	�
E� !�
� �"���"��� 	�� �����
�� f1, . . . fn ∈ E �
� ��
� 
�
���� ������

fj = n∑
k=1

pkjek

���� P = (pij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

�� ������� 	� 
����#� 	� B � F � F ��� �� ���� 
��	
��� 	� Φ �� �� ��
������ ���


�
� ��
� (i, j) ∈ {1, . . . , n}2� �� �

δij = ϕi(fj) = ϕi ( n∑
k=1

pkjek) = n∑
k=1

pkjϕi(ek).
 ��� A �� ������� 	�$��� 
��

A = (aki)1⩽k⩽n
1⩽i⩽n

, aki = ϕi(ek).
���#����� δij = n∑

k=1

pkjϕi(ek) 
�
� �������� ��������������� In = PA� %���� �� �� ������ �
� A ���

����������� �� �
�� P = A−1� �� �
� 	��������� ����������� �� ��
������ 	� �� ���� ����	
����  ���

X = ⎛⎜⎝
x1⋮
xn

⎞⎟⎠

� �����
� ������� ��� �
� AX = 0� &� � ������ 
�
� ��
� k ∈ {1, . . . , n}�

0 = (AX)k = n∑
i=1

ϕi(ek)xi = ( n∑
i=1

xiϕi)(ek).
�� ����� �������� ϕ = ∑n

i=1 xiϕi ��� �
��� �� �"��
� 	�� �����
�� e1, . . . , en �� ��� �����
�� �������

�� ���� 	� E� 	��� ϕ = 0E∗ '

0E∗ = n∑
i=1

xiϕi.

(��� ����� ��� ϕi ������� 
�� ���� 	� E∗� �� �� 	�	
�� �
� ��
� ��� xi ���� �
��� ���� X = 0� !�
�
����� 	��� ������ �
� �� ��)�
 	� A ��� ��	
�� � 0� 	��� A ��� �����������

��� 	�
� �"���*��� 
����	���� �������� �
��� ������ 
�� ��+������ �������
� ����� ��� ����� 	�
E �� ������ 	� E∗� %������ ���������� �
���
�� ����
��� 	� ����
� 	� ���� 	
��� �� 
��	
����

� %��� E = R3 �
�� 	� �� ���� �������
� B0 = (e1, e2, e3)� 
�����
u1 = e1 + e3, u2 = e1 − e2, u3 = e2 − e3.

B = (u1, u2, u3) ��� 
�� ���� 	� R3 ' �� �����

detB0B =
"""""""""""""
1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

"""""""""""""
= 2 ≠ 0

!����� P �� ������� 	� 
����#� 	� B0 � B '

P = ⎛⎜⎝
1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

⎞⎟⎠



� ��� ����� 	
����

��������	�
 ���������� �� 
�
� ����� B∗ �� B �

B∗ = (u∗1, u∗2, u∗3),
	� �	�� ��
	���� u∗i (uj) = δij �	�� 1 ⩽ i, j ⩽ 3� ���
	�
 �� ������ �	�� u∗1� �	
	�
 u∗1 = ae∗1+be∗2+ce∗3�
�� ����

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 = u∗1(u1)
0 = u∗1(u2)
0 = u∗1(u3)

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 = ae∗1(u1) + be∗2(u1) + ce∗3(u1)
0 = ae∗1(u2) + be∗2(u2) + ce∗3(u2)
0 = ae∗1(u3) + be∗2(u3) + ce∗3(u3)

⇔
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 = a + c
0 = a − b
0 = b − c

�� 
	����	� �� �� 
�
���� �
� a = b = c = 1

2
. �	�� u∗1 = 1

2
(e∗1 + e∗2 + e∗3)� �� ��	��� �� ���� �

u∗2 = 1

2
(e∗1 − e∗2 − e∗3), u∗3 = 1

2
(e∗1 + e∗2 − e∗3).

����� � �� ��� ������� �	�
 �	��	�
 ���������� P −1 �� ������� �� ��

�!� �� B � B0� "� #���
�	�� ���� �	���$��� ��
 �		��	����
 �� e1, e2, e3 ���
 B� �� �����
� �	�� ���� �� #	����� %&�'�&( �

ej = 3∑
i=1

u∗i (ej)ui. �	��

P −1 = (u∗i (ej))1⩽i⩽3
1⩽j⩽3

= 1

2

⎛⎜⎝
1 1 1
1 −1 −1
1 1 −1

⎞⎟⎠ .
)�������* ��� P −1 = tQ 	+ Q �
� �� ������� �� ��

�!� �� B∗0 � B∗ %�	����	� ,(�

� ���
 E = Kn[X] ���� �� 
� 
�
� ���	����� B0 = (1,X,X2, . . . ,Xn) 	� � !���� � �� #	����� ��
-���	�

∀P ∈ E, P = n∑
i=0

P (i)(0)
i!

Xi %&�'�.(

/� �	
��� ∀P ∈ E, ϕi(P ) ∶= P (i)(0)
i!

, 	� � ��� ϕi ∈ E∗ %	� � ϕi = ψ0,i �	�� %&�&�&(( �� �� #	�����

%&�'�.( 
0�����

∀P ∈ E, P = n∑
i=0

ϕi(P )Xi,

��������� ��� ϕi(P ) �
� �� �		��	���� �� �	�! �� Xi ���
 �� 
�
� B0 �

(ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn) �
� �� 
�
� ����� �� B0.

/� ����������� B0 �
� ��� 
�
� �� E∗ �� 	� � ∀ϕ ∈ E∗, ϕ = n∑
i=0

ϕ(Xi)ϕi.

� 1	�� E = R2[X] ���� �� 
� 
�
� ���	����� B0 = (1,X,X2) 	� �	�
����� ��
 ��	�
 #	���
 ��������

��2���
 ���

ϕ0(P ) = P (0), ϕ1(P ) = P (1), ϕ2(P ) = P (2),
�0�
�3�3���� ��
 ��������	�
 �� 0 1 �� 2�

4	���	�
 �	�� �0�
	�� ��� (ϕ0, ϕ1, ϕ2) �
� ��� 
�
� �� E∗� �� ������� �	�� ����

detB0(ϕ0, ϕ1, ϕ2) =
"""""""""""""
ϕ0(1) ϕ1(1) ϕ2(1)
ϕ0(X) ϕ1(X) ϕ2(X)
ϕ0(X2) ϕ1(X2) ϕ2(X2)

"""""""""""""
=
"""""""""""""
1 1 1
0 1 2
0 1 4

"""""""""""""
= ∣1 2

1 4
∣ = 4 − 2 = 2 ≠ 0,

�	�� (ϕ0, ϕ1, ϕ2) �
� ��� 
�
� �� E∗�

-�	��	�
 ���������� �� 
�
� ��������� �� (ϕ0, ϕ1, ϕ2)� �� �5���5� ��� #������ (P0, P1, P2)
�0�������
 �� E ����� ��� ϕi(Pj) = δij �	�� 0 ⩽ i, j ⩽ 2. ���
	�
 �� ������ �	�� P0� �	
	�

P0 = a + bX + cX2� �� �	�� ��
	���� �� 
�
���� 
������ �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 = ϕ0(P0)
0 = ϕ1(P0)
0 = ϕ2(P0)

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 = a
0 = a + b + c
0 = a + 2b + 4c

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a = 1

b = −3
2

c = 1

2



������� �

����

P0 = 1 − 3

2
X + 1

2
X2 = (X − 1)(X − 2)

(0 − 1)(0 − 2) .

�� �����	
�� 	� 
�
� ���� P1 �� P2� �� �������

P1 = 2X −X2 = (X − 0)(X − 2)
(1 − 0)(1 − 2) , P2 = −1

2
X + 1

2
X2 = (X − 0)(X − 1)

(2 − 0)(2 − 1) .

�� 
 ��� �� ���
��� ��
��� 	� ��������	 
�������
����	 �� �
��
��� ���� ���� ��� �
����� 0� 1
�� 2� ���
��
���� 	����
����� ��� � ����� a, b, c ���� ���

∀P ∈ E, ∫ 2

0
P (t)dt = aP (0) + bP (1) + cP (2).

��
�����
���� ϕ ∶ P ↦ ∫ 2

0
P (t)dt ��� ��� 
�����
���� ����
��� ��� E� ���� ����
��� � !!� �� 


ϕ = ϕ(P0)ϕ0 +ϕ(P1)ϕ1 +ϕ(P2)ϕ2.

"� ���� ��#� 	��� 	� �
������ ϕ(P0)� ϕ(P1)� ϕ(P2) $

ϕ(P0) = ∫ 2

0
(1 − 3

2
t + 1

2
t2)dt = 1

3
,

ϕ(P1) = ∫ 2

0
(2t − t2)dt = 4

3
,

ϕ(P2) = ∫ 2

0
(−1

2
t + 1

2
t2)dt = 1

3
.

�� 
 	��� ϕ = 1

3
ϕ0 + 4

3
ϕ1 + 1

3
ϕ2, �� ����� ���� ������ ���� �
 ���
�

∀P ∈ E,∫ 2

0
P (t)dt = 1

3
P (0) + 4

3
P (1) + 1

3
P (2) ����
��� 	�� ����� ����
��!.

�
 ����������� ����
��� ���
�� 	������� 	� ����%�� ������ �

���� B 	� E ������ B∗ 	� E∗! ���
��� �
�� $

	
���
����� ��� ��
��� (e1, . . . , en) ��� �
�
��� ���������	 �� E �� [ϕ1, . . . , ϕn) ��� �
�
���

���������	 �� E∗ ���	 ��� ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, ϕj(ei) = δij .
����	 (e1, . . . , en) �	� ��� �
	� �� E �� (ϕ1, . . . , ϕn) ��� �
	� �� E∗�

�����	��
�
��� &�

� �'
���� 	�� 	��� �

����� �������� n = dim(E) ��������� �� ��#� 	� 
��(
���� ��� ��� �

����� ���� ������� )����� 	��� λ1, . . . , λn ∈ K n ��
�
���� ���� ���

λ1e1 +⋯+ λnen = 0E .

�� 
 
����� ���� ���� i ∈ {1, . . . , n}�
0 = ϕi(λ1e1 +⋯+ λnen)
= λ1ϕi(e1) +⋯ + λnϕi(en)
= λi.

*��� ��� λi ���� 	��� ���� $ (e1, . . . , en) ��� ��� �

���� ����� 	� E� &�

� ���� ��� ����� 

��

���
����� ��� �
�� 	� E�

�
 ������ 	� �
�� ��� (ϕ1, . . . , ϕn) ��� ��� �
�� 	� E∗ ��� ��
��
��� �� �
����� 
� ��������

��� �����	
� ��
������
��� �� ��������

���
+��� 	� ,����
����� �����
��� �����	���� �� �� 	���� n 
�������� x1, . . . , xn ∈ K �	��� - 	���
	���������! �� 
��
�� 	���	������ y1, . . . , yn ∈ K ���� ������
���
��� 	���������!� �� �'���'� ��
���+�.
� P ��� ���� ���� ���� i = 1, . . . , n� �� 


P (xi) = yi.



�� ��� ����	
�� 
	����������� �� �����	��

�������� Kn−1[X] �	�
	 �
 ������ �� �
��
�
�
 n� �
 ���		�
� � �� ���
� ��
�	� ����	���
	 �
 	��

����
��� P � �
 ���	� �
 �
 
�	� P = a0 + a1X +⋯+ an−1Xn−1� �
 �

P (xi) = a0 + a1xi +⋯+ an−1xn−1i .

��� n ����	
�
� P (xi) = yi ��
��
��
	 ����� �� ���	���

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y1 = a0 + a1x1 +⋯+ an−1xn−11 ,

⋯
yn = a0 + a1xn +⋯+ an−1xn−1n

��
	� ���� ����� ��	�
�
�����

⎛⎜⎜⎜⎝

1 x1 x21 ⋯ xn−11

1 x2 x22 ⋯ xn−12⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 xn x2n ⋯ xn−1n

⎞⎟⎟⎟⎠
%&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&'&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&*

Vx1,...,xn

⎛⎜⎜⎜⎝

a0
a1⋮
an−1

⎞⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝

y1
y2⋮
yn

⎞⎟⎟⎟⎠
.

�� ��	�
�� �� ���	��� Vx1,...,xn �	 ������� ��	�
�� �� ��
�����
��� ��
 ���	���

�
	 ��	 ��

��  

det(Vx1,...,xn) =∏
i<j

(xj − xi).
���� ��� ���	 
�����

�� �
 �� ��������� �
 ���� ��� xi ���� ���� � ���� �
��
�	��� �� 	��	�� �� ���

������ ��� 	�������� ���� ���
	���

������
���� 	� ���
���� �� ������ �� 
���� ������� ����
������ ��� n ������ �
���
��� ϕi ∶
Kn−1[X] → K ����
�� ���

ϕi(P ) = P (xi).
����	���� ��� ��������� Lj ���� ���

ϕi(Lj) = δij , i, j ∈ {1, . . . , n}.  !�"�!#

�� ����� �� �� ������
�
�� !$% ���� ������ ����� ��� �� ���
��� (ϕ1, . . . , ϕn) ��� ��� 
��� ��(Kn−1[X])∗ �� ��� �� ���
��� (L1, . . . , Ln) ��� ��� 
��� �� Kn−1[X]� �
���� j ∈ {1, . . . , n}� ���
�����
���  !�"�!# ���	 i ≠ j%

0 = ϕi(Lj) = Lj(xi),
�������� ��� ��� xi  i ≠ j# ���� ��	
��� �� Lj �� ���	 ��� Lj ��� �
�
�

�� ��� �� �����
� ���(X − xi) &

∏
i≠j

(X − xi)∣Lj .

����� 	� �����
� ��� ���	������ �� ��'�� n − 1% �� � ���

Lj = ωj ∏
i≠j

(X − xi)
���	 ωj ��� 	�������� � ������
���� �����(	
 ���� ��� ������ ��� �� 	���
�
�� ϕj(Lj) = 1 &

1 = ϕj(Lj) = Lj(xj) = ωj ∏
i≠j

(xj − xi).
)� � ���	

ωj = 1

∏i≠j(xj − xi)
��

Lj = ∏i≠j(X − xi)
∏i≠j(xj − xi) .

�� �����
�� �� ����� ���
���� 
�
�
�� ��� ��
������� � ������ �� ��
�� �� �������� P ��� ����
	���	���� ��
� ���
���
�� ��� �����
��� ϕi(P ) = yi% j ∈ {1, . . . , n}� )� �� �����
�� ��� ������ ���

P = y1L1 +⋯+ ynLn = n∑
j=1

y1
∏i≠j(X − xi)
∏i≠j(xj − xi) .

�� �*��% �� ��
�
���� ��� �����
���� ��� 
���� ������% �� �
�
��� ϕi(P ) = yi� �� �������� ��� ������
�������� 	�
������
�
� �� ���������

��� ����� ����	
��� �� �
������ ��� ���� ���� ���� ���� �



������� ��

��� ��� ��	
�� 
�����	�� �� ������������ �����	��
�

���� ����� �� ���� 	� �
��
�� ��� 	
 	

� 
���
 ����
� 	
���
�
� 
� ���
��	���� �������� �
 ������	
�
�
�
��
 ���������
�� ���� 
��	��
 ���� 	
� �����
����
� �
����

	� �
 E�

��	
����
 ��� �� ��
� A ��
 ����

 �
 E� �� ����
�

A⊥ ∶= {ϕ ∈ E∗∣∀a ∈ A, ϕ(a) = 0},
����
�
�� �
� A⊥ 
�� 	�
��
��	
 �
� ����
� 	
���
�
� ������	��� ��� ���� 	
� �	��
��� �
 A�

�� ��
� B ��
 ����

 �
 E∗� �� ����
� �
 ���
 �
 ���	���
 	�
��
��	
 �
� u ∈ E ��� 	
�!�
	� ����
	
� �	��
��� �
 B ������	
�� "

⊥B ∶= {u ∈ E∣∀ϕ ∈ B, ϕ(u) = 0}
#
���!���� 
�
 	� �����
�� !�
 ���� ����� 
��	���
 " A⊥ 
�� ��
 ����

 �
 E∗ �	��� !�
 ⊥B


�� ��
 ����

 �
 E$ 	� �
%��
��
 �
��
� 
�
 �
 ����
� �
 	��� � �%�
�
 & �� �����
����
 �
 E �� �

E∗�

�������� �� �� � E⊥ = {0E∗} 
� {0E}⊥ = E∗� '
 �(�
$ ⊥(E∗) = {0E} 
� ⊥{0E∗} = E�

�� �
 H = Ker ϕ 
�� �� ���
��	�� �
 E$ �� � H⊥ = Kϕ$ ��
�� 	
 ����� �
 )�

*
 ��
��
��	 ����	��� �
 �
��
 �
��
�� 
�� ����
�� ���� 	
� �
�+ ����� �
� ��
����� "


������� ��� �� 	
 A �� A′ �
�� ���� ����
�� �� E ���� A ⊂ A′� 
� � (A′)⊥ ⊂ A⊥ �������
���

�
A↦ A⊥ �������� ��
�����

���

�� 	
 A ��� ��� ����
� �� E� A⊥ = (Vect(A))⊥ ��� �� �
��������� ����
�
�� �� E∗ �� ⊥(A⊥) =
Vect(A). �� ����
���
��� �
 A ��� �� �
��������� ����
�
�� �� E� 
� � ⊥(A⊥) = A�

�� 	
 A ��� �� �
��������� ����
�
�� �� E�

n = dim(A) + dim(A⊥).
*
 �
�+
 �
 ��
�� �
 �
 ����� �
 
�� 
�������� " �
 A 
�� �� �����
����
 �
����

	 �
 E$

�����,��
 A 
�� �!�
��	
�� & �����,��
 A⊥ ��
�!�
 	��� �
 ����
� �
 	�����
� *
� ���
� �
 A⊥ -��
�	�� ������	
�
�� 	
� ���
		
� ��������
�
�. ����
�� �
� �������� �������

�� �
 A�

 ��
�����

� �� �!�
���� ��� �� ��
� ϕ ∈ (A′)⊥ " ∀u ∈ A′, ϕ(u) = 0� �� ����
��	

�$ ����
 A ⊂ A′$
�� � ∀u ∈ A, ϕ(u) = 0$ ��
���&��
�
 ϕ ∈ A⊥� /
�
 �����
 ���� !�
 (A′)⊥ ⊂ A⊥�

�� ��

�� ϕ,ψ ∈ A⊥ 
� λ ∈ K� �� �$ ���� ���� a ∈ A$

(λϕ + ψ)(a) = λϕ(a) + ψ(a) = λ × 0 + 0 = 0,

�
 !�
 �����
 !�
 λϕ+ψ ∈ A⊥ 
� ���� !�
 A⊥ 
�� �� �����
����
 �
����

	 �
 E∗� 0�� ����
�
��
�
 A⊥$ �
 a ∈ A$ �� � ∀ϕ ∈ A⊥, ϕ(a) = 0,

�
 !�
 �����
 !�
 a ∈ ⊥(A⊥) " A ⊂ ⊥(A⊥). /���
 ⊥(A⊥) 
�� �� �����
����
 �
����

	 �
 E
-��
� ����� �
 �1.$ ���� ����� Vect(A) ⊂ ⊥(A⊥). ���� �
���� ��
��
���� �����
� 	�
��	��
��
���
���!�
 " ⊥(A⊥) ⊂ Vect(A)� ���� �		��� �����
�

Vect(A)c ⊂ (⊥(A⊥))c .
�
 Vect(A) = E$ 
	 ��� � �

� & ��
�
� �
���$ ��
� u ∈ Vect(A)c� ���� �
���� �����
� u /∈ ⊥(A⊥)$
����
�
�� �
� ∃ϕ ∈ A⊥, ϕ(u) /= 0

-��
�� 	� �����
�� �
 ∀ϕ ∈ A⊥, ϕ(u) = 0.� ���� ��
������ ���� ��
 ����
 	
���
�
 ϕ ∈ A⊥ -��		

��� Vect(A). �
		
 !�
 ϕ(u) ≠ 0� ��
� k = dim(Vect(A)) < n� �� �
 ����
 (e1, . . . , ek) ��
 ���

�
 Vect(A)� 0����� ek+1 = u 
� ����	(���� 	� ���
		
 	
��
 (e1, . . . , ek+1) 
� ��
 ���
 (e1, . . . , en)
�
 E� 0�
���� 	� ����
 	
���
�
 ϕ ����

 ���

ϕ(ei) = 0 �
 i ≠ k + 1, ϕ(ek+1) = 1.

�� � �	��� e1, . . . , ek ∈ Ker (ϕ) ���� A = Vect(e1, . . . , ek) ⊂ Ker (ϕ)$ �
 !�
 �����
 ϕ ∈ A⊥ 
�
ϕ(u) = ϕ(ek+1) = 1 ≠ 0� /
�
 ��� �
 	� ��
��
 �
 x /∈ ⊥(A⊥)�



�� ��� ��� �	
��
 ������
�
 �� 
	�
��
����
 ����	
���


�� ���� k = dim(A)� ����	�		�
	 �
� 
�	� (e1, . . . , ek) �� A ��� 
��	 ��������
	 �
 �
� 
�	�(e1, . . . , en)� ���� (e∗1, . . . , e∗n) �� 
�	� ������ ��	�
	 B ∶= Vect(e∗1, . . . , e∗k)� �� 	���� ��� dim(B) =
k = dim(A)� �� ϕ ∈ B� �
 ���� ������ �� ��
���� �
����

ϕ = λ1e∗1 +⋯+ λke∗k.
��
� 	� ϕ ∈ B ∩A⊥� �
 � ϕ = λ1e∗1 +⋯+ λke∗k �� ϕ(e1) = ⋯ = ϕ(ek) = 0� ��
�

λ1 = ϕ(e1) = 0, . . . , λk = ϕ(ek) = 0,

�� ��� ��
��� ��� ϕ = 0E∗ �

B ∩A⊥ = {0E∗}.
���� ���
��
�
� ψ ∈ E∗ ������
���� �� ���	�� ��	 �������
�	 α1, . . . , αn ∈ K ���	 ��� ψ = α1e

∗
1 +⋯+ αne

∗
n. ��	�
	

ψB = α1e
∗
1 +⋯+ αke

∗
k, ψA⊥ = αk+1e

∗
k+1 +⋯+ αne

∗
n.

 
 � ��������
� ψB ∈ B� �� ���	� �
 !��� ��� ψA⊥(e1) = ⋯ = ψA⊥(ek) = 0 ��
� A ⊂ Ker (ψA⊥) ��
ψA⊥ ∈ A⊥� "��	 �!�
	 ��
� ��
��� ��� B +A⊥ = E∗� #�
�����
�

n = dim(E∗) = dim(B) + dim(A⊥) = dim(A) + dim(A⊥).

���	
��� ��� �� �� B �� B′ ��	� 
��� 
������ 
� E∗ ���� B ⊂ B′� �	 � ⊥(B′) ⊂ ⊥B ����

�������	
B ↦ ⊥B ��	����� ���	������	��

�� �� B ��� �	� 
����� 
� E∗� ⊥B = ⊥(Vect(B)) ��� �	 �������
��� ��������� 
� E �� (⊥B)⊥ =
Vect(B).

�� �� B ��� �	 �������
��� ��������� 
� E∗�

n = dim(B) + dim(⊥B).
$� ����!� �� �� 	���
� �������� �	� 	�������� % ����� �� �������� "��	 �� ���		�
	 ��
� �


��������� $&�
���'�� �
��� ��	 ���� ��������	 �	� �		�( ��������
�� �� ����	��� �� ������� )�� 	�
	
�	���* �
��� E �� E∗� "��	 �!�
	 !� ��� E �� E∗ 	�
� �	�������	� ���	 ��	 �� ��
���� 
���������
����
��
�� 
��	 �!�
	 �� +��� 	��!�
� �

���	
��� ��� �	 �

���� 
����� 
� E �� 
��� 
� E∗ ����	������ 
�� ������ ��	������ ��� E∗�
	��� E∗∗� �� u ∈ E� �	 
��	�� �	� ����� ��	����� Θu ∶ E∗ → K 
��

Θu(ϕ) = ϕ(u).
�	 � 
�	� Θu ∈ E∗∗ �� ���

�������	 u ↦ Θu ��� ��	������ �� E ��� 
� 
���	���	 �	��� �����
�

�������	 ��� �	 ������
 ���� �	��� E �� E∗∗�

!���	�������	� ,���-�
	 ��� Θu �	� ��
������ �� ϕ,ψ ∈ E∗ �� λ ∈ K� �
 �
Θu(λϕ + ψ) = (λϕ + ψ)(u) = λϕ(u) + ψ(u) = λΘu(ϕ) +Θu(ψ),

�� ��� ��
��� ��� Θu �	� �
� +���� ��
����� 	�� E
∗ � Θu ∈ E∗∗� �� ���	� 	� u, v ∈ E �� 	� λ ∈ K� �


�� ���� ���� ϕ ∈ E∗�
Θλu+v(ϕ) = ϕ(λu + v) = λϕ(u) +ϕ(v) = λΘu(ϕ) +Θv(ϕ).

.�������
	 ��&�
 � �����	� ��� �� +��� ��� ϕ �	� ��
����� ) /*� "��	 �!�
	 ��
� ��
��� )ϕ ���
�
������
���* ��� Θλu+v = λΘu + Θv, �� ��� ��
��� ��� Θ ∶ u ↦ Θu �	� ��
������ 0
	����� �
 �
dimE∗∗ = dim(E∗) = dim(E)� ��
� ���� ��
���� ��� Θ �	� �
 �	�������	��� �� 	��� �� ��
����
��� Θ �	� �
1����!��  �� 	� Θu = 0 ���� �
 ������
 u ∈ E� �
 � ∀ϕ ∈ E∗,0 = Θu(ϕ) = ϕ(u), �� ���
����	� u = 0 )�
 ��
	������ ��� �� ����!� �� �������� 23 �4 �&�
 ��
��� ��� ���� ���� 	��	5�	����
A �� ���� u ≠ 0 �� ���	�� �
� +���� ��
����� ϕ 
���� 	�� A �� ����� ��� ϕ(u) ≠ 0� �� 	��� ��� �� ���
���
A = {0}*� Θ �	� ��
� �
 �	�������	���



������� �	

��� ��� ��	
�� 
�����	�� �� ���
��������

���� ����� �����	�
 �	��	����	
� E �� F ��
� K�������� ����	����� �� �������	� �����

��
������ �
� �	�� Φ ∈ L(E,F ) 
�� ���������	� ��������� �� ������� ����������� �	��
��
�� �����
�������	� �������� tΦ ∶ F ∗ → E∗ ������ ��� tΦ(ϕ) = ϕ ○Φ �	
� �	
� ϕ ∈ F ∗�

�	
� �����	�� �� �	�� �
 �����
� �� ������� �
� tΦ ��� ���� ������ �� ���������

�������� ��� 
��� B �	�
�� C� ��� ��
� �� E �	�
�� �� F �� �����
 B∗ �	�
�� C∗� 
� ��
� ������
�� � ���	


MatC∗,B∗(tΦ) = t (MatB,C(Φ)) .
���	����� ���� �� ���	��� �� ������������� �	��
��
�� ����
 ��
 ��
�
 �����
� �
� �� �	��
��
�� ��
������������� ����������

�����
�	������ �	�	�� n = dim(E) �� m = dim(F )� �	���� A = (aij) �� B = (bij) ��� �������� ��
Φ �� tΦ �

∀j ∈ {1, . . . , n}, Φ(ej) = m∑
i=1

aijfi, ∀i ∈ {1, . . . ,m}, tΦ(f∗i ) =
n∑

j=1

bjie
∗
j .

�� �
n∑

j=1

bjie
∗
j = tΦ(f∗i ) = f∗i ○Φ. �� �	��
��  !�"�!# ��
� ��������  �� �������� �� ��������� $ u ∈ E#

IdE = n∑
j=1

e∗j (⋅)ej 
 ��	%

n∑
j=1

bjie
∗
j = f∗i ○Φ ○ IdE = n∑

j=1

e∗i (⋅)f∗i (Φ(ej)) =
n∑

j=1

aije
∗
i (⋅).

&� ����������
 	� ��	
�� �	�� bji = aij �	
� �	
�� ����� (i, j)
 �� �
� �	���� B = tA�

��� ���	�����

�������� ���� ���� Mn(K)
 Eij ����'�� �� �������
 ���� �����������
 �	�� ��� �	�(������ �	��
�
�� ��
� ���
� ���
� $ ������������	� �� �� ��'�� i �� �� �� �	�	��� j �
� ��
� 1 � Eij = (δikδjl)1⩽k⩽n

1⩽l⩽n
�

!� )
������ �
� B0 = (Eij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

��� 
�� ���� �� Mn(K)  ����� �� ���� ���	���
�#� &� ���
���

dim(Mn(K))�
*� �� �	�� (E1,E2, . . . ,En) �� ���� ���	���
� �� Mn,1(K)  �������� ��� �������� �	�	���� �� �	��

'
�
� n#� +�	
��� �
�
 �	
� �	
�� ����� (i, j) ��������� ����� 1 �� n
 	� � tEi.Ej = δij , �� Ei.
tEj =

Eij .

"� &� 
�������� �� �
����	� ����������
 �	����� �
�
 �	
� �	
� i, j, k, l ������� ����� 1 �� n
 	� �
EijEkl = δjkEil.

,� �	�� A = (aij) 
�� ������� ��Mn(K) �	�� 	� �	�� L1, . . . , Ln ��� ��'��� �� C1, . . . , Cn ��� �	�	�����
������� ��� �������� EijA �� AEij � &� ���
��� �� ������ �� Mn(K) � C ∶= {A ∈ Mn(K), ∀M ∈
Mn(K),AM =MA}.

�������� ���� !� ������
 $ ������ �� �
���������
��
 ��� ��	������� �
������� �� �� ������� A ∈
Mn(K) �

� A ��� �����'
����� �
�����
��  ����� �������
��#


� A ��� ���'	����


� A ��� ��������


� A ��� �-������
�  ����� �����-������
�#�

*� �	�� D ∈Mn(K) 
�� ������� ���'	����� �	���� 
�� �	�����	� ���������� �� �
(����� �	
� �
�
D �	�� ���������� �� ���������� ��	�� �	� ��������

"� �� �	�� Sn  ����� An# ���������� ��� �������� �-������
��  ����� �����-������
��# �� Mn(K)�
.��/� ��	�� ������� ��� ��	������� �� �� ������	����	�
 �	����� �
� Sn �� An �	�� ��
� �	
��
������� �
������������� ���� Mn(K)�

,� �	���� 
�� ���� �� Sn �� �� An �	���
� n = 2 	
 3 �
�� '����������� �	���� �� �������	� �� Sn

�� An�



�� ��� ����	
	��

����	
	� ���� ���� ����� ����	
� A = (aij) �� Mn(K)� �
 ������� ���
� �� A �� �
���	�� tr(A) =
n∑
i=1

aii.

�� ������� ��� ������	
��	�
 tr ∶Mn(K) → K ��� �
� ����� �	
��	�� 
�
 
���� ��� Mn(K)�
�� �
 ����	�� ��� H = {A ∈Mn(K), tr(A) = 0} ��� �
 ��������
 �� Mn(K) �� �
 ��

�� �
� ����
������� n = 2�

�� ������� ��� ���� ������ ����	
�� A,B ∈Mn(K)� tr(tA) = tr(A)� �� tr(AB) = tr(BA)�
�� ������� ��� ∀A,B ∈Mn(K),∀p ∈ N∗, tr((AB)p) = tr((BA)p)�
��  !�!�
 tr(AB) = tr(A) tr(B) ���� ���� 
����� �� ����	
�� A,B ∈Mn(K) "
#� ������� ��� ���� ����� ����	
� A ∈ Mn(R)� �
 � tr(tA.A) ⩾ 0 ���
 �$��	�� �	 �� �������
� �	
A = On�

����	
	� ���� %�
� E = R5 ��
	 �� �� ���� 
�
�
	��� B0 = (e1, e2, e3, e4, e5)� �
 
�
�	�&��
F = Vect(u, v,w, t) �'

u = (1,0,2,0,3), v = (2,0,1,0,−1), w = (−1,0,1,0,2), t = (−1,0,4,0,9).
��� �� ������� ���
����

���
�� ������	
�� �� ��
$ �� �� ���	��� (u, v,w, t)� �
� ���� �� F � ��
�	��
�	�
� ���
 �� ��� ��������
��	��� ��
� E �� �
� ����� �	
��	�� ϕ ∈ (R5)∗ ����� ��� F = Ker ϕ�

����	
	� ��
� %�
� E = R4� ��
	 �� �� ���� 
�
�
	��� B = (e1, e2, e3, e4)� �
 
�
�	�&�� F ={(x, y, z, t) ∈ R4, 3z + t = 5x+ 4y}� (���	)�� ��� F ��� �
 ��������
 �� E� �
 ����	�� �� �	��
�	�
�
��	� �
 ��

�� �
� ����� ������ ��� �����	�
� �� ���� ��� ��������
��	��� ��
� E�

����	
	� ���� *����
��� ���+��
	
� ���
���
� ���
 E = R2[X] �� F = {P ∈ E, P (1) + P ′(1) = 0}�
����	
	� ���� %�
� E �
 K!����
� ��
���	�� �� �	��
�	�
 )
	� n� �
 
�
�	�&�� ���+ ��
�����
�	��	

�� u, v� ,�
����	�� �
� ����� �	
��	�� ϕ ��� E ����� ��� ϕ(u) ≠ ϕ(v)� -.
 ������ 
��������
e1 = u − v �
 �
� ���� �� E/�
����	
	� ���� %�
� E = R3 ��
	 �� �� ���� 
�
�
	��� B0 = (e1, e2, e3)� �
 
�
�	�&��

u1 = e2 + e3, u2 = e2 − e3, u3 = e1 + e2 − 2e3.

�� (���	)�� ��� B1 = (u1, u2, u3) ��� �
� ���� �� E �� ������	
�� �� ���� ������ �
 ����	�� ��
����	
� �� �����$� Q �� B1 0 B0�

�� .
 ���� F = Vect(u1, u2)� (���	)�� ��� F ��� �
 ��������
 �� E �� ������	
�� ���
� �� ���
�����	�
��

�� %�����	
�� �
 ����&�� �������	�
� �� G = Vect(u3)�
����	
	� ���� 1�� E = R3[X]� �
 
�
�	�&�� ��� 
	
� ������ �	
��	��� ��	��
��� 2

ϕ1(P ) = P (0), ϕ2(P ) = P ′(0), ϕ3(P ) = P (1), ϕ4(P ) = P ′(1), ψ(P ) = ∫ 1

0
P (t)dt.

�� ������� ��� (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ��� �
� ���� �� E∗ �� ������	
�� �� ���� �������� (H1,H2,H3,H4)�
�� %�����	
�� ��� ����� a, b, c, d ���� ��� ψ = aϕ1 + bϕ2 + cϕ3 + dϕ4�

����	
	� ����� %�
� E = R5 ��
	 �� �� ���� 
�
�
	���� �
 
�
�	�&�� ���
������ F1 ��� ��
�����(x, y, z, t, u) ���	���	��
� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y + 3z + 4t + 5u = 0,

x + y + z + t + u = 0,

5x + 4y + 3z + 2t + u = 0.

�� (���	)�� ��� F1 ��� �
 ����!����
� ��
���	�� �� E �� ��� 2 ⩽ dim(F1) ⩽ 4�

�� 3�� ��
����� u = (6,−9,1,1,1) �� v = (2,−1,1,−2,1) ������	�

�
�!	�� 0 F1 "

�� %�����	
�� �
� ���� �� F1 �� �
 ����	�� �� �	��
�	�
�

�� %�����	
�� �
 ��������
��	�� G1 �� F1 ��
� E ��	� �
 ��

�� �
 ����&�� �������	�
��

�� .
 ���� F2 = Vect(e1, e2)� %�����	
�� F1 ∩ F2�

����	
	�� ���� �
�	
��� �

����	
	� ����� 1�	� n �
 �
�	�� 
������� n ⩾ 2�



������� �	

�� Rn−1 ������ 	
 ��
��
��
 �� Rn � ��

�� �� ����� ��
����� ��� ������ ��
������ �	� Rn� �

���	��� 	
� ��������������
 �� ��� ��
��
��
��

�� ���� E = Rn[X]� �
 
��� H1 = Rn−1[X], H2 = {P ∈ Rn[X], P (1) = 0}, H3 = {P ∈
Rn[X], P (0) = 1}. H1� H2 �� H3 ��
����� ��� ��
��
��
� �� Rn[X] � ��

�� ��	� �	

���
��
������ �����
��� �� H1 �� �� H2�


��
���� ����� ���� E 	
 K���
��� ��������� �� ����
���
  
�� n�

�� ����
� H1� H2 ��	� ��
��
��
� �� E� ����	��� �� ����
���
 �� H1 ∩H2� !�	� ��
�������
�� ��
F ��� 	
 ��	����
��� ��������� �� E� ����	��� �� ����
���
 �� F ∩H1�

�� ����
� H1,H2 �� H3 ����� ��
��
��
� �� E� �
 �� ��

� ϕ1, ϕ2, ϕ3 ����� ������ ��
������ ������
"	� Hi = Ker ϕi 
�	� i = 1,2,3� ����	��� �	���
� �� ��
� r �� (ϕ1, ϕ2, ϕ3) �� ����
���
 ��
H1 ∩H2 ∩H3� #
���
����� ��������"	���
� ��� ���	����� ����"	� n = 3�

$� �� H1,H2, . . . ,Hp ��
� p ��
��
��
� �� E� 
��	��� "	� dim(H1 ∩H2 ∩⋯∩Hp) ⩾ n − p�
%� ����
� H 	
 ��
��
��
 �� u 	
 �����	� �� E ∖H� &�
���� "	'�
 
�	� ��
���	��� 	
� (��� �� E

��
��
�
� u �� �	�	
 �����	� �� H�


��
���� ����� �
 �� 
��
��� �� 
��	��� "	� 
�	� ��	�� ����� ��
����� ϕ �	� Mn(K)� �� ������
	
� 	
�"	� ������� A ����� "	�

∀X ∈Mn(K), ϕ(X) = tr(AX).
�� ���� A ∈Mn(K)� )	��� �� "	� �'�

�������
 ϕA �� Mn(K) ��
� K �� 
�� 
�� ϕA(X) = tr(AX)

��� 	
� ����� ��
����� �	� Mn(K)�
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