UNIVERSITE DE TOURS
LICENCE 2 MATHEMATIQUES

TD 4 : Congruences

Arithmétique Semestre 1

Exercice 1 Soient a, b deux entiers plus grands que 1 dont les décompositions en facteurs premiers
sont

N N
a:szkz b:Hpgka pk’ep7 A, /BkEN
k=1 k=1

Rappelons que (ou alors, on définit) :

N N
ngd (CL, b) _ H pznln{akﬁk} et ppcm (CL, b) _ H pznax{ak»ﬁk}'
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1. Déterminer pged (40, 28) et ppcm (40, 28).
2. Montrer les propriétés suivantes :
(a) pged (a,b) x ppem (a,b) = ab;
(b) a|b <= ppcm(a,b) =b;
(c) pour tout ¢ € N*, ppcm (ac, be) = ¢ x ppem (a, b) ;
(d) pour tout n € N*, ppcm (a”,b") = ppcm (a, b)".

3. La somme de deux entiers positifs est égale & 166 et leur ppcm est égal & 2520. Qui sont
ces entiers 7

Exercice 2 Soit n € N.
1. Montrer que 5" — 1 est divisible par 12 si et seulement si n est pair.
2. Démontrer que 271 4 34n+1 gt divisible par 5.
3. Montrer que n(n? + 5) est divisible par 3.
4. A quelle condition sur n a-t-on 7 | n? —2n?
5

. Montrer que la somme de trois cubes consécutifs est divisible par 9.

Exercice 3 Résoudre les congruences suivantes :

2¢ =1 mod 7 4r =6 mod 18
12¢ =9 mod 6 23x =41 mod 52
68x =4 mod 30 502 = -1 mod 8
200 =4 mod 30 20 =30 mod 4

Exercice 4 (Partiel 2019) IL’objectif de cet exercice est de déterminer tous les couples d’entiers
(m,n) € N? solutions de 1’équation
2Mm — 3" =1. (1)
1. Soit (m,n) € N2.
(a) Montrer que si n est pair alors 3" =1 mod 8.
(b) Montrer que si n est impair alors 3" =3 mod 8.
2. Soit (m,n) € N? une solution de (1). Montrer que m < 2.

3. En déduire tous les couples (m,n) € N? solutions de (1).



