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L'épreuve dure 2h. Les 4 exercices sont indépendants. La notation tiendra compte de la clarté et de

la rigueur de la rédaction. Toute a�rmation doit être justi�ée.

Exercice 1

Justi�er les assertions suivantes ou donner un contre-exemple.

1. Soient d, n ∈ Z. Si d | n2, alors d | n.
2. L'équation

21x ≡ 6 mod 60

admet 2 solutions modulo 60.

3. Soient a, b ∈ Z∗. Alors pgcd (a, b) est la plus petite valeur positive de l'ensemble

{ax+ by | x, y ∈ Z}.

4. 233 − 1 est divisible par 211 − 1.

Exercice 2 (Nombre de Frobenius)

L'objectif de l'exercice est de déterminer tous les entiers de l'ensemble

E = {3u+ 4v | u, v ∈ N}.

1. Montrer que l'équation
3u+ 4v = 5, u, v ∈ N

n'a pas de solution.

2. Soit a ∈ N∗.
(a) Résoudre l'équation

3u+ 4v = a, u, v ∈ Z.

(b) Montrer qu'il existe un unique couple d'entiers u, v ∈ Z tels que 3u+4v = a et 0 ≤ v ≤ 2.

(c) En déduire que si a > 5, alors a ∈ E.

3. Déterminer E.

Exercice 3 (Une fonction arithmétique)

On appelle σ la fonction qui, à un entier plus grand que 1, associe la somme de ses diviseurs positifs :

σ : N∗ −→ N

n 7−→
∑

d∈∆(n)

d.

On a noté ∆(n) l'ensemble des diviseurs positifs de n :

∆(n) = {d ∈ [[1;n]], d | n} .

1. Calculer σ(11) et σ(28).

2. Soient p ∈ N un nombre premier et k ∈ N. Montrer que

σ(pk) =
pk+1 − 1

p− 1
.
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3. Montrer que σ est une fonction arithmétique, c'est-à-dire que

∀n,m ∈ N∗, pgcd (n,m) = 1 =⇒ σ(nm) = σ(n)σ(m).

Indication : Établir une bijection entre ∆(nm) et ∆(n)×∆(m).

Soit n ∈ N∗. On dit que n est dé�cient si σ(n) < 2n ; parfait si σ(n) = 2n ; abondant si
σ(n) > 2n.

4. Déterminer la nature de 6, 9 et 12.

5. Soit p ∈ N un nombre premier. Quelle est la nature de p ?

6. Soit n ∈ N∗ un entier parfait. On suppose qu'on peut l'écrire n = 2km, où k ∈ N∗ et m est
un entier impair.

(a) Montrer que
2k+1m = (2k+1 − 1)σ(m).

(b) En déduire que 2k+1 − 1 divise m. On note d ∈ N∗ tel que

m = (2k+1 − 1)d.

(c) Véri�er que

σ(m) = 2k+1d; n = 2k(2k+1 − 1)d; σ(n) = 2k+1(2k+1 − 1)d.

(d) On suppose que d > 1. Montrer que

σ(m) ≥ 1 + d+ (2k+1 − 1)d,

et en déduire que d = 1, puis que σ(m) = m+ 1.

Exercice 4 (RSA)

1. Écrire n := 65 comme produit deux nombres premiers (positifs) p et q.

2. Rappeler la dé�nition de l'indicatrice d'Euler φ et montrer que

φ(n) = pq − p− q + 1.

3. Trouver l'inverse u de 7 modulo φ(n).

4. Résoudre alors
x7 ≡ 2 mod n.
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