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Arithmétique Semestre 3

L'épreuve dure 2h. Les 4 exercices sont indépendants. La notation tiendra compte de la clarté et de

la rigueur de la rédaction. Toute a�rmation doit être justi�ée.

Exercice 1

1. Soient a, b, c ∈ Z. Montrer que

(a | bc et pgcd (a, b) = 1) =⇒ a | c.

L'implication est-elle encore vraie si a et b ne sont pas premiers entre eux ? Justi�er par une
démonstration ou par un contre-exemple.

2. Soient a, b ∈ Z. Montrer que si

∃x, y ∈ Z, ax+ by = 1,

alors a et b sont premiers entre eux.

3. Soit n ∈ Z. L'assertion suivante est-elle vraie ou fausse ?

∀a, b ∈ Z, (a | n et b | n) =⇒ ab | n.

Justi�er par une démonstration ou par un contre-exemple.

4. Déterminer les entiers n ∈ Z tels que n− 3 | 5n− 7.

5. Déterminer le reste de la division euclidienne de 100100 par 3, et par 7.

Exercice 2

1. Soient a, b ∈ Z. On suppose que a et b sont premiers entre eux.

(a) Montrer que pgcd (a+ b, a− b) = 1 ou que pgcd (a+ b, a− b) = 2.

(b) Supposons que a et b ont la même parité (c'est-à-dire qu'ils sont soit tous les deux pairs,
soit tous les deux impairs). Que vaut pgcd (a+ b, a− b) ?

(c) Que vaut pgcd (a+ b, a− b) quand a et b sont de parités di�érentes ?

2. (a) Soit (a, b) ∈ Z2\{(0, 0)}. Montrer que pgcd (a, b) = pgcd (a, a+ b).

(b) Soit (un)n la suite de Fibonacci suivante :

u0 = 0, u1 = 1; ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un.

En utilisant la question précédente, montrer par récurrence que

∀n ∈ N, pgcd (un, un+1) = 1.

Exercice 3

1. À l'aide de l'algorithme d'Euclide, calculer pgcd (24, 87) et pgcd (105, 154).

2. Résoudre sur Z2 les équations suivantes :

24x+ 87y = 9; 105x+ 154y = 5.
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Exercice 4

Dans cet exercice, on s'intéresse à l'ensemble

Z[
√
7] :=

{
a+ b

√
7 | a, b ∈ Z

}
.

1. Soient z, ζ ∈ Z[
√
7]. Montrer que z + ζ ∈ Z[

√
7] et que z × ζ ∈ Z[

√
7].

2. On rappelle que
√
7 /∈ Q.

(a) Soient a, b ∈ Z. Montrer que

a+ b
√
7 = 0 ⇐⇒ (a = 0 et b = 0).

(b) En déduire que pour tous a, b, α, β ∈ Z,

a+ b
√
7 = α+ β

√
7 ⇐⇒ (a = α et b = β).

3. On dé�nit l'application suivante :

N : Z[
√
7] −→ Z

a+ b
√
7 7−→ a2 − 7b2.

(a) Calculer N(1) et N(2 + 3
√
7).

(b) Montrer que
∀z, ζ ∈ Z[

√
7], N(z × ζ) = N(z)×N(ζ).

Soit z ∈ Z[
√
7]. Dans la suite de l'exercice, on dit que z est inversible si

∃ζ ∈ Z[
√
7], z × ζ = 1.

4. Montrer que si z ∈ Z[
√
7] est inversible, alors N(z) = 1 ou N(z) = −1.

5. Montrer que la réciproque est vraie.
Indication : Remarquer que N(a+ b

√
7) = (a+ b

√
7)(a− b

√
7).

6. En utilisant les questions précédentes, déterminer un élément inversible z = a + b
√
7 avec

a, b ∈ Z et 1 ≤ b ≤ 5. Préciser son inverse.

2


