
Chapitre 3

Intégrales impropres ou convergentes

Dans le chapitre précédent nous avons vu comment on pouvait dé�nir l'intégrale
d'une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Toutefois, il peut être
intéressant de dé�nir aussi l'intégrale d'une fonction sur un intervalle quelconque comme
[0,+∞[ ou bien ]0, 1[.

En fait ces intervalles, qui ne sont pas des segments, sont de la forme [a, b[, ]a, b] ou
]a, b[ où a ∈ R ∪ {−∞} et b ∈ R ∪ {+∞}.

3.1 Dé�nitions

Dé�nition 3.1.1. Soit I un intervalle de R, on dit qu'une fonction f : I → R est
continue par morceaux (on note f ∈ C0

pm(I)) si, pour tout a, b ∈ I, la restriction de f
au segment [a, b] est une fonction continue par morceaux sur [a, b].

On note qu'une fonction continue par morceaux sur un segment n'a qu'un nombre
�ni de discontinuité alors qu'un fonction continue par morceaux sur un intervalle qui
n'est pas un segment peut en avoir une in�nité.

Dé�nition 3.1.2. Soit I un intervalle de la forme [a, b[, ]a, b] ou ]a, b[ et f ∈ C0
pm(I)

une fonction. On dit alors que l'intégrale impropre
∫ b
a
f(x)dx est convergente si

� lim
t→b

∫ t

a

f(x)dx existe lorsque I = [a, b[, cette limite est alors notée
∫ b

a

f(x)dx

� lim
t→a

∫ a

t

f(x)dx existe lorsque I =]a, b], cette limite est alors notée
∫ b

a

f(x)dx

�

∫ c

a

f(x)dx et
∫ b

c

f(x)dx convergent où c ∈ I lorsque I =]a, b[, on note alors∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx
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On constate que grâce à la relation de Chasles dans le troisième cas la dé�nition ne
dépend pas du choix de c.

Ainsi l'étude d'une intégrale impropre pose donc deux questions : la convergence (la
limite existe-t-elle ou pas) et son calcul (quelle est la valeur de la limite). Ce cours se
concentre principalement sur la première question.

Remarque. Si f ∈ C0
pm([a,+∞[) et b > a, on a par la relation de Chasles

∫ t
a
f(x)dx =∫ b

a
f(x)dx+

∫ t
b
f(x)dx. Comme

∫ b
a
f(x)dx est une constante, on constate que

∫ +∞
a

f(x)dx

est convergente si et seulement si
∫ +∞
b

f(x)dx est convergente. On dit que la convergence
ne dépend que de la valeur de f proche de +∞.

Dans la suite du cours nous allons quasi-exclusivement étudier le cas de I = [a,+∞[.
La plupart des résultats s'étendent de façon aisée aux autres cas.

Si le graphe d'une fonction f positive est représenté ci-dessous, la convergence de
l'intégrale

∫ +∞
a

f(x)dx signi�e que l'aire de la zone hachurée est �nie.

a

y = f (x)

Exemple (Les intégrales de Riemann). Nous allons illustrer la dé�nition par un exemple

extrêmement important, celui des intégrales de Riemann :
∫ +∞

a

1

xα
dx. Considérons

donc t ≥ 1 et α 6= 1 et calculons∫ t

a

1

xα
dx =

[
−1

α− 1

1

xα−1

]t
a

=
1

1− α
( 1

tα−1
− 1

aα−1
)

Donc, pour α > 1, l'intégrale est convergente et
∫ ∞
a

1

xα
dx =

1

α− 1

1

aα−1
. Pour α < 1

l'intégrale diverge. Pour α = 1, on a∫ t

a

1

x
dx = [lnx]ta = ln t− ln a

Ainsi l'intégrale diverge.
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On peut aussi étudier les intégrales de Riemann de la forme
∫ a

0

1

xα
dx. On a pour

α 6= 1 ∫ a

t

1

xα
dx =

[
−1

α− 1

1

xα−1

]a
t

=
1

1− α
( 1

aα−1
− 1

tα−1
)

Ainsi, pour α < 1, l'intégrale converge et
∫ a

0

1

xα
dx =

1

1− α
1

aα−1
. Pour α > 1, l'intégrale

diverge. Pour α = 1, on a ∫ a

t

1

x
dx = [lnx]at = ln a− ln t

Ainsi l'intégrale diverge. On retiendra

�

∫ +∞

a

1

xα
dx converge si et seulement si α > 1

�

∫ a

0

1

xα
dx converge si et seulement si α < 1

Notons que ces conditions sur α traduise le fait que la fonction x 7→ 1
xα

tend su�-
samment vite vers 0 dans le premier cas et pas trop vite vers +∞ dans le second.

Exemple. Étudions
∫ +∞
−∞

1
t2+1

dt. Pour cela regardons d'abord
∫ x
0

1
t2+1

dt :∫ x

0

1

t2 + 1
dt = [arctan t]x0 = arctanx− 0 −−−−→

x→+∞

π

2

Ainsi l'intégrale
∫ +∞
0

1
t2+1

dt converge et vaut π
2
. On peut faire de même sur ] −∞, 0].

Finalement,
∫ +∞
−∞

1
t2+1

dt converge et∫ +∞

−∞

1

t2 + 1
dt = π

Exemple. Étudions
∫ +∞
0

e−λxdx où λ > 0. On a
∫ t
0
e−λxdx =

[
− 1
λ
e−λx

]t
0

= 1
λ
(1 − e−λt)

qui converge vers 1
λ
lorsque t→ +∞. Ainsi

∫ +∞
0

e−λxdx converge et
∫ +∞
0

e−λxdx = 1
λ
.

Exemple. Étudions
∫ 1

0
lnxdx, ici le problème se situe en 0. On a vu précédemment

qu'une primitive de lnx est x lnx− x. Ainsi∫ 1

t

lnxdx = [x lnx− x]1t = −1− t ln t+ t −−→
t→0
−1

et l'intégrale converge et
∫ 1

0
lnxdx = −1.

Il faut parfois faire attention car la propriété de linéarité des intégrales ne s'étend
pas directement aux intégrales impropres (comme pour la notion de limite). On a le
résultat suivant.
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Proposition 3.1.3. Soit f et g deux fonctions dé�nies sur [a,+∞[ et λ ∈ R. On
suppose que les intégrales

∫ +∞
a

f(t)dt et
∫ +∞
a

g(t)dt sont convergentes. Alors l'intégrale∫ +∞
a

(λf + g)(t)dt est convergente et
∫ +∞
a

(λf + g)(t)dt = λ
∫ +∞
a

f(t)dt+
∫ +∞
a

g(t)dt

Démonstration. Par linéarité de l'intégrale, on a
∫ x
a

(λf + g)(t)dt = λ
∫ x
a
f(t)dt +∫ x

a
g(t)dt. D'après les hypothèses, le terme de droite de l'égalité converge, donc ce-

lui de gauche aussi : l'intégrale est convergente. De plus par passage à la limite de
l'égalité, on obtient la formule annoncée.

Remarque. Notons que ce résultat peut aussi être utilisé pour démontrer que des inté-
grales sont divergentes. Si l'on sait que l'intégrale de f converge et celle de g diverge
alors nécessairement celle de f + g diverge. En e�et si celle de f + g convergeait, on
pourrait écrire g = (f + g)− f et montrer ainsi que l'intégrale de g serait convergente.

3.2 Intégrales impropres des fonctions positives

Dans cette partie nous introduisons des outils pour étudier la convergence d'inté-
grales impropres de fonctions positives.

Proposition 3.2.1. Soit f ∈ C0
pm([a,+∞[) une fonction positive. On suppose qu'il

existe M ∈ R tel que, pour tout x ≥ a,
∫ x
a
f(t)dt ≤M . Alors

∫ +∞
a

f(t)dt converge.

Démonstration. On pose F (x) =
∫ x
a
f(t)dt. Comme f est positive, F est croissante.

Par hypothèse F (x) ≤M : F est majorée. Donc lim+∞ F existe et est �nie : l'intégrale
converge.

Proposition 3.2.2. Soit f et g deux fonctions positives dé�nies sur [a,+∞[. On sup-
pose que f ≤ g sur [a,+∞[. On a alors les deux assertions suivantes.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx converge alors
∫ +∞
a

f(x)dx converge et∫ +∞

a

f(x)dx ≤
∫ +∞

a

g(x)dx.

� Si
∫ +∞
a

f(x)dx diverge alors
∫ +∞
a

g(x)dx diverge.

Démonstration. Considérons F (x) =
∫ x
a
f(t)dt et G(x) =

∫ x
a
g(t)dt. On a F (x) ≤ G(x)

et F et G sont des fonctions croissantes qui ont donc pour limite en +∞ soit une limite
�nie soit +∞.

Si l'intégrale de g est convergente, G admet une limite �nie et par majoration F
admet aussi une limite �nie : l'intégrale de f est convergente. La première assertion est
démontrée.

La seconde assertion est la contraposée de la première elle est donc aussi vraie.
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Exemple. Sur [1,+∞[, on a 1
t2+1
≤ 1

t2
, comme l'intégrale

∫ +∞
1

dt
t2
converge (il s'agit d'une

intégrale de Riemann), on obtient que
∫ +∞
1

dt
t2+1

est convergente et de même
∫ +∞
0

dt
t2+1

.
On le savait déjà par un calcul explicite e�ectué dans un exemple précédent.

Ainsi on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3. Soit f et g deux fonctions positives dé�nies sur [a,+∞[. On suppose
que f = O+∞(g). On a alors les deux assertions suivantes.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx converge alors
∫ +∞
a

f(x)dx converge.

� Si
∫ +∞
a

f(x)dx diverge alors
∫ +∞
a

g(x)dx diverge.

Exemple. Étudions la convergence de
∫ +∞
2

2+cosx
x2−x dx. Tout d'abord, on a 1 ≤ 2+cosx ≤

3 ; donc 2+cosx
x2−x = O+∞( 1

x2−x) = O+∞( 1
x2

). En tant qu'intégrale de Riemann,
∫ +∞
2

1
x2
dx

converge donc
∫ +∞
2

2+cosx
x2−x dx converge.

Exemple. Étudions l'intégrale
∫ +∞
0

xe−xdx. On sait par comparaison des fonctions poly-
nômes et exponentielles que e−x = O+∞( 1

x3
). Ainsi xe−x = O+∞( 1

x2
) et donc l'intégrale∫ +∞

0
xe−xdx converge par comparaison avec une intégrale de Riemann. On aurait pu

aussi écrire que x 7→ xe−x/2 est bornée et donc xe−x = O+∞(e−x/2). Comme l'intégrale∫ +∞
0

e−x/2dx converge,
∫ +∞
0

xe−xdx converge.
En fait on peut même procéder au calcul de cette intégrale. En e�et, par intégration

par parties, on a∫ t

0

xe−xdx =
[
−xe−x

]t
0

+

∫ t

0

e−xdx = −te−t +
[
−e−x

]t
0

= −te−t − e−t + 1

La limite de cette expression en +∞ est 1 donc
∫ +∞
0

xe−xdx = 1.

Dans certains cas, on peut aussi comparer ces intégrales.

Proposition 3.2.4. Soit f et g deux fonctions positives dé�nies sur [a,+∞[. On sup-
pose que f = o+∞(g). On a alors les deux assertions suivantes.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx converge alors∫ +∞

x

f(t)dt = o+∞

(∫ +∞

x

g(t)dt

)
.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx diverge alors∫ x

a

f(t)dt = o+∞

(∫ x

a

g(t)dt

)
.
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Démonstration. Pour le premier cas, notons que d'après la proposition précédente l'in-
tégrale de f est convergente. Fixons ε > 0. Comme f = o+∞(g), il existe x0 tel que,
pour x ≥ x0, on a f(x) ≤ εg(x). Ainsi on a, pour x ≥ x0,∫ +∞

x

f(t)dt ≤ ε

∫ +∞

x

g(t)dt.

Ceci signi�e exactement
∫ +∞
x

f(t)dt = o+∞

(∫ +∞
x

g(t)dt
)
.

Pour le second cas notons que limx→+∞
∫ x
a
g(t)dt = +∞. Fixons ε et x0 comme ci-

dessus. Comme
∫ x
a
g(t)dt→ +∞, il existe x1 ≥ x0 tel que pour tout x ≥ x1,

∫ x0
a
f(t)dt ≤

ε
∫ x
a
g(t)dt. Pour x ≥ x1, on a donc∫ x

a

f(t)dt =

∫ x0

a

f(t)dt+

∫ x

x0

f(t)dt ≤ ε

∫ x

a

g(t)dt+ ε

∫ x

x0

g(t)dt ≤ 2ε

∫ x

a

g(t)dt

Ceci signi�e exactement
∫ x
a
f(t)dt = o+∞

(∫ x
a
g(t)dt

)
.

Exemple (Les intégrales de Bertrand). Les intégrales de Bertrand sont celles de la forme∫ +∞
2

1
xα lnβ x

dx.
Si α > 1, on considère α′ ∈]1, α[. Par les croissances comparées, on a 1

xα lnβ x
=

o+∞( 1
xα′

). Comme
∫ +∞
2

1
xα′
dx converge, on a

∫ +∞
2

1
xα lnβ x

dx converge (quelque soit la
valeur de β).

Si α < 1, on considère α′ ∈]α, 1[. Par les croissances comparées, on a 1
xα′

=

o+∞( 1
xα lnβ x

). Comme
∫ +∞
2

1
xα′
dx diverge, on a

∫ +∞
2

1
xα lnβ x

dx diverge (quelque soit la
valeur de β).

Si α = 1, on a
∫ t
2

1
x lnβ x

dx = −1
β−1

(
1

lnβ−1 t
− 1

ln β−12

)
si β 6= 1 et ln ln t− ln ln 2 si β = 1.

Ainsi
∫ +∞
2

1
x lnβ x

dx converge si et seulement si β > 1.
En résumé

� Si α > 1,
∫ +∞
2

1
xα lnβ x

dx converge

� Si α < 1,
∫ +∞
2

1
xα lnβ x

dx diverge

� Si α = 1,
∫ +∞
2

1
x lnβ x

dx converge si et seulement si β > 1.

Exemple. Étudions
∫ +∞
0

e−x
2
dx. On a e−x = o+∞( 1

x
) donc e−x

2
= o+∞( 1

x2
). Ainsi, par

comparaison avec les intégrales de Riemann,
∫ +∞
0

e−x
2
dx est convergente.

3.3 Intégrales impropres des fonctions de signe quel-

conque

3.3.1 Convergence absolue

Dé�nition 3.3.1. Soit f une fonction dans C0
pm([a,+∞[). On dit que l'intégrale

∫ +∞
a

f(t)dt

est absolument convergente si l'intégrale
∫ +∞
a
|f |(t)dt est convergente.
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Notons que si f est continue par morceaux alors |f | est continue par morceaux, ceci
justi�e le fait que l'on puisse considérer l'intégrale de |f |.

Proposition 3.3.2. Soit f ∈ C0
pm([a,+∞[). Si l'intégrale

∫ +∞
a

f(t)dt est absolument

convergente, alors l'intégrale
∫ +∞
a

f(t)dt est convergente. De plus, dans ce cas,∣∣∣∣∫ +∞

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

a

|f |(t)dt

Démonstration. On considère f+(t) = max(f(t), 0) et f− = max(−f(t), 0) les parties
positives et négatives de f de sorte que f = f+ − f−. On a f+, f− ∈ C0

pm([a,+∞[) et,
pour tout x, 0 ≤ f+(x) ≤ |f |(x) et 0 ≤ f−(x) ≤ |f |(x). Comme l'intégrale de f est ab-
solument convergente, l'intégrale de |f | est convergente. Ainsi par la Proposition 3.2.2,
les intégrales de f+ et f− sont convergentes. Le Proposition 3.1.3 a�rme alors que
l'intégrale de f = f+ − f− converge.

De plus, par inégalité triangulaire on a∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

a

|f |(t)dt

Par passage à la limite, ceci donne le résultat.

Exemple.
∫ +∞
π

sin(t2)
t3

dt est convergente. En e�et, on a | sin(t
2)|

t3
≤ 1

t3
et
∫ +∞
π

1
t3
dt est une

intégrale de Riemann convergente.

Le passage à la valeur absolue permet d'utiliser les règles de comparaison associées
aux o et O. Elle permet aussi de comparer des intégrales de fonctions équivalentes.

Proposition 3.3.3. Soit f et g deux fonctions dé�nies sur [a,+∞[. On suppose que
f ∼+∞ g. Alors

∫ +∞
a

f(x)dx est absolument convergente si et seulement si
∫ +∞
a

g(x)dx
l'est. De plus si g est positive, on a alors les deux assertions suivantes.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx converge on a∫ +∞

x

f(t)dt ∼+∞

∫ +∞

x

g(t)dt.

� Si
∫ +∞
a

g(x)dx diverge alors∫ x

a

f(t)dt ∼+∞

∫ x

a

g(t)dt.

Démonstration. Si f ∼+∞ g, on a |f | ∼+∞ |g| ainsi |f | = O∞(|g|) et |g| = O+∞(|f |) ce
qui donne l'équivalence entre les convergences absolues. Ensuite si g est positive (notons
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alors que f aussi), on écrit f = g + h avec h = o+∞(g) et même |h| = o+∞(g). Comme∣∣∣∫ +∞
x

h(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ +∞

x
|h(t)|dt, on a alors en utilisant la Proposition 3.2.4

∫ +∞

x

f(t)dt =

∫ +∞

x

g(t)dt+

∫ +∞

x

h(t)dt =

∫ +∞

x

g(t)dt+ o+∞

(∫ +∞

x

g(t)dt

)
.

Le calcul ci-dessus donne exactement
∫ +∞
x

f(t)dt ∼+∞
∫ +∞
x

g(t)dt.
Pour le second cas, en utilisant à nouveau la Proposition 3.2.4, on a∫ x

a

f(t)dt =

∫ x

a

g(t)dt+

∫ x

a

h(t)dt =

∫ x

a

g(t)dt+ o+∞

(∫ x

a

g(t)dt

)
ce qui est exactement

∫ x
a
f(t)dt ∼+∞

∫ x
a
g(t)dt.

3.3.2 Règle d'Abel

Dans certains cas, l'étude de l'absolue convergence n'est pas su�sante, on peut
parfois utiliser le résultat suivant.

Proposition 3.3.4 (Règle d'Abel). Soient f, g ∈ C0([a,+∞[) deux fonctions telles que

� f ∈ C1([a,+∞[) est décroissante et lim+∞ f = 0 et

� G : x 7→
∫ x
a
g(t)dt est bornée.

Alors l'intégrale
∫ +∞
a

f(t)g(t)dt est convergente.

Démonstration. On commence par e�ectuer une intégration par partie∫ x

a

f(t)g(t)dt = [f(t)G(t)]xa −
∫ x

a

f ′(t)G(t)dt = f(x)G(x)− f(a)G(a)−
∫ x

a

f ′(t)G(t)dt

Dans l'expression de droite le premier terme tend vers 0 lorsque x → +∞, le second
ne dépend par de x. Ainsi l'intégrale

∫ +∞
a

f(t)g(t)dt est convergente si et seulement
si
∫ +∞
a

f ′(t)G(t)dt l'est. Montrons que cette seconde intégrale est absoluement conver-
gente. Notons que f ′ est négative et qu'il existe M tel que |G(x)| ≤M , on a alors∫ x

a

|f ′(t)G(t)|dt ≤ −M
∫ x

a

f ′(t)dt = −M(f(x)− f(a))→Mf(a)

Autrement dit f ′G = O+∞(−f ′) et
∫ +∞
a
−f ′(t)dt est convergente, donc l'intégrale∫ +∞

a
f ′(t)G(t)dt est absolument convergente.

Exemple. Nous allons étudier la convergence des intégrales
∫ +∞
1

cos(αt)
t

dt et
∫ +∞
1

sin(αt)
t

dt
pour α 6= 0.
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Utilisons dans un premier temps la règle d'Abel avec f(t) = 1
t
et g(t) = cos(αt) ou

sin(αt). Tout d'abord l'hypothèse de décroissance et de limite de f est satisfaite. Pour
la seconde hypothèse, on a

∫ x
1

cos(αt)dt = 1
α

(sin(αx)− sinα) qui en valeur absolue est
toujours plus petit que 2

α
. Ainsi par la règle d'Abel la première intégrale est convergente.

Pour la seconde, le raisonnement est similaire.
L'utilisation de la règle d'Abel est importante car les intégrales

∫ +∞
1

cos(αt)
t

dt et∫ +∞
1

sin(αt)
t

dt ne sont pas absolument convergentes. Pour le montrer, on va utiliser que

| sin(αt)| ≥ sin2(αt) (en e�et | sin(αt)| ≤ 1) et prouver que
∫ +∞
1

sin2(αt)
t

dt n'est pas
convergente.

Rappelons que sin2(αt) = 1
2
(1− cos(2αt)). Ainsi∫ x

1

sin2(αt)

t
dt =

1

2

∫ x

a

1

t
dt− 1

2

∫ x

1

cos(2αt)

t
dt.

La première intégrale à droite est une intégrale de Riemann divergente et la seconde est
convergente d'après ce qui précède. Ainsi l'intégrale de gauche diverge lorsque x→ +∞.

Exemple. Que dire de la convergence de l'intégrale
∫ +∞
1

√
x2+x+2x sin(x)

x2
dx ? Pour l'étudier,

on va déterminer un développement asymptotique de l'intégrande en +∞ :

√
x2 + x+ 2x sin(x)

x2
=
x
√

1 + 1
x

+ 2x sin(x)

x2
=
x(1 +O+∞( 1

x
)) + 2x sin(x)

x2

=
1

x
+ 2

sinx

x
+O+∞(

1

x2
)

On sait que l'intégrale du premier terme 1
x
n'est pas convergente et celles des deuxièmes

et troisièmes termes sont convergentes. En conséquence l'intégrale de la somme est
divergente.

3.4 Un exemple de calcul

Nous allons reprendre l'un des exemples précédents. Plus précisément considérons∫ +∞
0

sin(x)
x
dx. Notons qu'en 0 la fonction x 7→ sinx

x
d'étend par continuité avec la valeur

1. Ainsi on peut voir cette fonction comme étant continue sur R+. D'après un exemple
précédent, on sait que l'intégrale est convergente en +∞. Nous souhaitons maintenant
déterminer sa valeur. Plus précisément nous allons montrer que∫ +∞

0

sin(x)

x
dx =

π

2

Il n'existe pas de méthode � simple � pour démontrer ce résultat. La méthode que nous
allons suivre n'utilise pas d'outils hors de la portée de ce cours. Toutefois il est important
de noter qu'en utilisant des outils un peu plus évolués (intégrales à paramètres par
exemple) on peut obtenir des preuves plus courtes.
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Nous allons donc considérer les deux suites (Jn) et (Kn) dé�nies par

Jn =

∫ π/2

0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx Kn =

∫ π/2

0

sin(2n+ 1)x

x
dx

Tout d'abord notons que, comme sinu ∼0 u, on a sin(2n+1)x
sinx

∼0 2n + 1 et sin(2n+1)x
x

∼0

2n+ 1. Ainsi les fonctions x 7→ sin(2n+1)x
sinx

et x 7→ sin(2n+1)x
sinx

se prolonge par continuité en
0 par 2n+ 1. Ainsi les intégrales ci-dessus doivent être comprises comme des intégrales
de fonctions continues sur le segment [0, π

2
].

• La suite (Jn) est constante et vaut π
2
. Tout d'abord, on a J0 =

∫ π/2
0

dx = π
2
. En

utilisant la formule trigonométrique sin p− sin q = 2 sin(p−q
2

) cos(p+q
2

) on obtient

Jn − Jn−1 =

∫ π/2

0

sin(2n+ 1)x− sin(2n− 1)x

sinx
dx

=

∫ π/2

0

2 sinx cos 2nx

sinx
dx

=

∫ π/2

0

2 cos 2nxdx

=

[
1

2n
sin 2nx

]π/2
0

=
1

2n
(sin(nπ)− sin(0)) = 0

Ainsi la suite (Jn) est constante.
• On a limKn =

∫ +∞
0

sinx
x
dx. Pour cela on e�ectue le changement de variable u =

(2n+ 1)x qui donne

Kn =

∫ π/2

0

sin(2n+ 1)x

x
dx =

∫ (2n+1)π/2

0

(2n+ 1) sinu

u

du

2n+ 1
=

∫ (2n+1)π/2

0

sinu

u
du

Comme (2n+ 1)π
2
→ +∞, on a bien limKn =

∫ +∞
0

sinx
x
dx.

• On a lim Jn − Kn = 0. Pour cela on va étudier la fonction f(x) = 1
sinx
− 1

x
sur

]0, π/2]. En fait, on va montrer que f se prolonge en 0 en une fonction qui est C1 sur
[0, π/2]. Pour cela déterminons un développement de f au voisinage de 0. On a

f(x) =
1

sinx
− 1

x
=

1

x− x3

6
+ o0(x3)

− 1

x

=
1

x

(
1

1− x2

6
+ o0(x2)

− 1

)

=
1

x

(
1 +

x2

6
+ o0(x

2)− 1

)
=
x

6
+ o0(x)
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On déduit de ce calcul que lim0 f = 0. En posant, f(0) = 0 on étend la dé�nition de
f sur [0, π/2] et, de plus, la fonction ainsi dé�nie est continue sur [0, π/2]. On a donc
f(x) = f(0) + x

6
+ o0(x). Ceci nous permet d'a�rmer que la fonction f est dérivable en

0 de dérivée 1
6
.

La fonction f est en fait C1 sur ]0, π/2] et sa dérivée vaut f ′(x) = − cosx
sin2 x

+ 1
x2
.

Déterminons la limite de cette expression en 0. On a :

f ′(x) = − cosx

sin2 x
+

1

x2
= −

1− x2

2
+ o0(x

2)

(x− x3

6
+ o0(x3))2

+
1

x2

=
1

x2

(
1−

1− x2

2
+ o0(x

2)

(1− x2

6
+ o0(x2))2

)

=
1

x2

(
1−

1− x2

2
+ o0(x

2)

1− x2

3
+ o0(x2)

)

=
1

x2

(
1− (1− x2

2
+ o0(x

2))(1 +
x2

3
+ o0(x

2))

)
=

1

x2

(
1− (1 + (

1

3
− 1

2
)x2 + o0(x

2))

)
=

1

x2
(
1

6
x2 + o0(x

2)) =
1

6
+ o0(1)

Ainsi lim0 f
′(x) = 1

6
et f ′ est continue sur [0, π

2
]. On a f ∈ C1([0, π

2
]).

Nous allons noter M = sup[0,π/2] f
′. On peut alors faire le calcul suivant

Jn −Kn =

∫ π/2

0

f(x) sin(2n+ 1)xdx

=

[
−f(x)

cos(2n+ 1)x

2n+ 1

]π/2
0

+

∫ π/2

0

f ′(x)
cos(2n+ 1)x

2n+ 1
dx

=

∫ π/2

0

f ′(x)
cos(2n+ 1)x

2n+ 1
dx

car cos(2n+ 1)π
2

= 0 et f(0) = 0. Ainsi on a la majoration

|Jn −Kn| ≤
∫ π/2

0

M

2n+ 1
dx =

M π
2

2n+ 1
→ 0

• En combinant les di�érents résultats, on obtient

0 = lim(Jn −Kn) =
π

2
− limKn =

π

2
−
∫ +∞

0

sinx

x
dx

ce qui donne bien
∫ +∞
0

sin(x)
x
dx = π

2
.



44 CHAPITRE 3. INTÉGRALES IMPROPRES OU CONVERGENTES

3.5 Sommes de Riemann et intégrale impropre

On a vu dans le chapitre précédent que les sommes de Riemann permettaient d'ap-
procher la valeur de l'intégrale d'une fonction continue f sur un segment. Ce résultat
repose sur l'uniforme continuité de la fonction f . Dans le cas de l'intégrale impropre
d'une fonction f dé�nie sur [a, b[, on dispose rarement de cette uniforme continuité. On
peut toutefois avoir un résultat dans ce cadre.

Proposition 3.5.1. Soit [a, b] un segment. Soit f ∈ C0([a, b[) une fonction croissante

telle que
∫ b
a
f(x)dx est une intégrale convergente. On a alors

lim
n−1∑
k=0

b− a
n

f(a+ k
b− a
n

) =

∫ b

a

f(x)dx

Démonstration. On pose xk = a + k b−a
n
. En utilisant la monotonie de f et le fait que

l'intégrale soit convergente, on a, pour 1 ≤ k ≤ n− 1,∫ xk

xk−1

f(x)dx ≤ b− a
n

f(a+ k
b− a
n

) ≤
∫ xk+1

xk

f(x)dx

pour k = 0 on a juste la seconde inégalité. Ainsi en sommant pour tout k, on obtient

b− a
n

f(a) +

∫ xn−1

a

f(x)dx ≤
n−1∑
k=0

b− a
n

f(a+ k
b− a
n

) ≤
∫ b

a

f(x)dx

Lorsque n→∞, xn−1 → b ce qui donne le résultat.

Exemple. Considérons la suite dé�nie par un =
∑n−1

k=0
1√

n2−k2 . Nous pouvons réécrire
cette somme sous la forme suivante

un =
n−1∑
k=0

1√
n2 − k2

=
n−1∑
k=0

1

n

1√
1− ( k

n
)2

=
n−1∑
k=0

1

n
f(
k

n
)

où f(x) = 1√
1−x2 . La fonction f est croissante sur [0, 1[. De plus on a∫ t

0

1√
1− x2

dx = [arcsin(x)]t0 = arcsin(t) −−→
t→1

arcsin(1) =
π

2

Ainsi
∫ 1

0
1√

1−x2dx est convergente et limun = π
2
.


