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���� �� �������� ���� ������� ��� ����������� � ������� ��� ������ ���������� ��
��� ���� ����������� ���� �� ����� ��� ����� ������� �� ��������� � un ∈ R �� un ∈ C�

��� ������� �� ����� ���������

���� ��������� ���������� �������� �������� �� ����� �� ���
���� �������� ��� ���������� ��� ����� ��� ��� ����������� u : N → R �� C� ��������

���� �� ������ u(n) ��� ����� un �� �� ����� ��� ����� (un)n∈N� (un)n �� ������ (un)� ��
������� ����� ����� ��� ����������� ������ ��� {n ∈ N |n ≥ n0} ����� (un)n≥n0 � �� �����
�� �� ���� ���� ������ �������� ��� ������� �� �������� ��� ��� ������ �������� ���������
�� ��� ������� �� ������������ ��� ������ ��������� �� ���������� �� ������ ������� ���
�� �������

� ��� ����� ������ (un)n ��� ������� ������ �������� �� �� ������ M ∈ R ����� ����
���� ���� n ∈ N� un ≤ M ������ un ≥ M��

� ��� ����� (un)n ��� ������ �� �� ������M ∈ R ����� ���� ���� ���� n ∈ N� |un| ≤ M �

� ��� ����� ������ (un)n ��� ���������� ������ ������������� ��� ���� ���� n ∈ N�
un ≤ un+1 ������ un ≥ un+1��

� ��� ����� (un)n �������� ���� � ∈ R �� C ��

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |un − �| ≤ ε

�� �� ��� � ������� �� ��� ������ �� �� ����� lim un = � �� ������ un → �� �� ���
����� �� �������� ��� ���� ��� ������ �� �� ��� ��� �� ����� ��������

� ��� ����� ������ (un)n ���� ���� +∞ ������ −∞� ��
∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, un ≥ M ������ un ≤ M�

���� �� ���� �� ����� lim un = +∞ �� ������ un → +∞� �� ����� ��� ���� ����
±∞ ��� ��� ����� ��� ��������

�



� �������� �� ����������� ��� ��� ������

��������� ������ ���� (un)n ��� ������ ��� ���������� �� (un) �� ����� �������� �� (un)
��� ��� ����� �� �� ����� (uϕ(n))n �� ϕ : N → N ��� ����������� �����������

����������� ������ ���� (un) ��� ������ �� � ����������� ����� ��� ���� ����������
���������

��� lim un = ��

���� ����� ���������� (uϕ(n)) �� (un) ������ lim uϕ(n) = ��

��� ������������ ��� ������ �� ��� ���������

��������� �� ������ �� ������������� ������������

���� ������������ ��� ������������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ��������
���� ��������� f �� g ������� ��� X = N �� X = [a,+∞[ ���� �� +∞� �� ��� X = N
��� �� ���� ����� ��� �������

� �� ��� ��� f �� g ���� ������������ �� +∞� ���� f ∼+∞ g �� �� ������ ��� ��������
h �������� lim+∞ h = 1 ����� ��� f = hg�

� �� ��� ��� f ��� ����������� ��� ������� � g �� +∞� ���� f = o+∞(g) ��� ��� � f
��� �� ����� � �� g �� �� �� ������ ��� �������� h �������� lim+∞ h = 0 ����� ���
f = hg�

� �� ��� ��� f ��� ������� ��� g �� +∞� ���� f = O+∞(g) ��� ��� � f ��� �� �����
� �� g �� �� �� ������ ��� �������� h ������ ����� ��� f = hg�

���� ��� ����� ���� �� ���� ��� h ���� ������ ��� {n, n ≥ n0} �� [b,+∞[ ���� b > a�

��������� ����� f ∼+∞ g ���������� � f = hg ���� lim+∞ h = 1� �� ���� ��������
f = hg = g + (h− 1)g = g + o+∞(g) ������� lim+∞ h− 1 = 0� ����� �� �

f ∼+∞ g ⇐⇒ f = g + o+∞(g)

�������� �� ������� �� ����������� �� +∞ ��� ����� ��� ��� ��������� ���������� �

xα = o+∞(xβ), �� α < β

�� ���� xα = xα−βxβ ��� ����� α− β < 0� lim+∞ xα−β = 0�

�� �������� ��������� ��� ���������� �� ��� ������� �� �������������

����������� ������ ���� f, g �� h ����� ��������� ������� ��� X�



���� ������������ ��� ������ �� ��� ��������� �

� �� g ����� ������ ����� �� ��������� �� +∞� �� �

f ∼+∞ g ⇐⇒ lim
+∞

f

g
= 1

f = o+∞(g) ⇐⇒ lim
+∞

f

g
= 0

f = O+∞(g) ⇐⇒ f

g
��� ������ �� ��������� �� +∞

� �� � �����

f = o+∞(g) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃b ∈ R, ∀x ∈ X, (x ≥ b) =⇒ |f(x)| ≤ ε|g(x)|
f = O+∞(g) ⇐⇒ ∃M, b ∈ R, ∀x ∈ X, (x ≥ b) =⇒ |f(x)| ≤ M |g(x)|

� �� f = o+∞(g) �� h = o+∞(g) ����� λf + µh = o+∞(g) ���� ���� λ, µ ∈ C�

� �� f = O+∞(g) �� h = O+∞(g) ����� λf + µh = O+∞(g) ���� ���� λ, µ ∈ C�

� �� f = o+∞(g)� ����� f = O+∞(g)�

� �� f ∼+∞ g� ����� f = O+∞(g)�

� ∼+∞ ��� ��� �������� ������������� ��� ���������� ��� ��������� ������� ��� X�

� �� f = o+∞(g) �� g = o+∞(h)� ����� f = o+∞(h)�

� �� f = O+∞(g) �� g = O+∞(h)� ����� f = O+∞(h)�

� �� f = o+∞(g) �� g = O+∞(h)� ����� f = o+∞(h)� �� f = O+∞(g) �� g = o+∞(h)�
����� f = o+∞(h)�

� �� �

f = o+∞(g) =⇒ fh = o+∞(gh)

f = O+∞(g) =⇒ fh = O+∞(gh)

f ∼+∞ g =⇒ fh ∼+∞ gh

�������������� �� ������� ��� ��� ���������� �� �������� �������� �� ��������� �� ���
�������� ��� �������� �� �������� ������� � ����� h = f/g�

���� �� �������� ��������� f = o+∞(g)� �������� ���� f = hg ���� lim+∞ h = 0�
���� ε > 0� �� ������ ���� b ��� ��� ���� x ≥ b� |h(x)| ≤ ε� ����� ���� x ≥ b� |f(x)| =
|h(x)||g(x)| ≤ ε|g(x)|� ��������������� ����������

h(x) =

�
f(x)/g(x) �� g(x) �= 0

0 �� g(x) = 0



� �������� �� ����������� ��� ��� ������

�� ���� ����� ������ b > 0 ��� ��� �� x ≥ b �� � |f(x)| ≤ |g(x)|� ����� �� g(x) = 0 �� �
f(x) = 0� �� �� ������ ��� ���� x ≥ b �� � ���� f(x) = h(x)g(x)� ���������� �� �����
� ������� ��� lim+∞ h = 0� ������ ���� ε� �� ���� ����� ������ b ��� ���� ���� x ≥ b�
|f(x)| ≤ ε|g(x)|� ����� �� g(x) �= 0� �� � |h(x)| ≤ ε� �� g(x) = 0� �� � h(x) = 0 �� ����
����� |h(x)| ≤ ε� �� � ���� h → 0 �� f = o+∞(g)�

�������� ����������� ��� ������� �� ����� ������ ��� un = n + (−1)n �� ���������
�� ���������� � ������ �� ����� lim(−1)n/n = 0� �� ���� ������ un = n + o(n) =

n(1 + o(1)) �� ������ un ∼ n� �� ���� ����� ������ un/n = 1+ (−1)n

n
→ 1 ���� un ∼ n�

������������ ��� ��������� �� ������ ��������

���� ������� �������� ��� ������������ �� ��������� �� ���� ��������� �������� ���
�����������

����� ������ �� � limx→+∞
lnx
x

= 0�

�������������� �� �� ������ lnx
x
� �� �

�
lnx
x

��
= 1

x2 − lnx
x2 ��� ��� ������� ���� x ≥ e� �����

lnx
x
��� �������� �� ������������ ���� x ≥ e� �� ������ ���� � ≥ 0 ��� ��� limx→+∞

lnx
x

= ��

�� � ln(2x)
2x

= 1
2
ln 2+lnx

x
� ������������ �� ������ ���� ���� � �� ����� �� ������ ���� �/2

���� � = �/2 �� ��� ����� � = 0�

�� α > 0 �� a > 1� �� � limx→+∞ xα = +∞ �� limx→+∞ ax = +∞ ����� �� ����
��� �� limx→+∞

xα

ax
������ ����� ����� ������������� �� ���� �� � xα

ax
= eα lnx−x ln a =

ex(− ln a+α ln x
x

)� ������� �� ������ − ln a+ α lnx
x

→ − ln a < 0� ���� lim+∞
xα

ax
= 0� �����

�� ���� ������

xα = o+∞(ax), �� α > 0 �� a > 1

�� ��� ��� ��� �������������� ����������� ��� ��� ��������� �����������
���� β > 0� ������ ��� xβ = eβ lnx = (eβ)lnx� ����� lim+∞ ln = +∞� �� ���������

��� ��������� �����
(ln x)α = o+∞(xβ), �� α, β > 0

�� ������� ���� ����� ��������� ���� ��� �������

����������� ������ ���� (un)n �� (vn)n ���� ������ �� ���������� ���� �� ������� ����

� ������ ���� �������� ����� |un+1|
|un| ≤ |vn+1|

|vn| � ����� un = O(vn)�

�� ���� �� lim |un+1|
|un|

|vn|
|vn+1| = � < 1� �� � un = o(vn)�

�������������� ���� n0 �� ���� � ������ ������ ����������� ��� ����������� �� ���� �����
������

un = un0

un0+1

un0

· · · un

un−1

= un0

n−1�

k=n0

uk+1

uk

�� vn = vn0

n−1�

k=n0

vk+1

vk

����� ������� ����������� |un| ≤ |un0 |
|vn0 |

|vn| �� ���� un = O(vn)�



���� ������������ ��� ������ �� ��� ��������� �

���� �� ������ ��������� �� ��������� q ��� ��� � < q < 1� �� � ����� � ������ ����

������� ���� |un+1|
|un|

|vn|
|vn+1| < q �� ������ |un+1|

|un| ≤ |qn+1vn+1|
qn|vn| � ������� �� ��� ������� �� �

���� un = O(qnvn) = vnO(qn) = vno(1) = o(vn)�

���������� ������ ���� α, β > 0 �� a > 1� �� � ��� ������������ ���������

(lnn)α = o(nβ), nβ = o(an), an = o(n!) �� n! = o(nn)

�������������� ��� ���� �������� ���� ��� ����������� ���� ��� ������ ��� ������������
���������� ���� ��� ���������� �� �

an+1

an
n!

(n+ 1)!
=

a

n+ 1
→ 0

(n+ 1)!

n!

nn

(n+ 1)n+1
=

1

(1 + 1
n
)n

= e−n ln(1+ 1
n
) = e−n( 1

n
+o( 1

n
)) = e−1+o(1) → e−1 < 1

���� ���� ������ �� �������� ������� �� ����������� ����������

�� ���� ��� ������ �� ���������� �� n!� �� ������ �� �� ������� �� ��������

n! ∼ nne−n
√
2πn

������������� ������ �� ����������� �� ������� �����

���� �� ������ ���������� ���� ����� ����� ln(1 + 1
n
) = 1

n
+ o( 1

n
)� ���� ���� ����

����� ������� �� �� ln(1 + x) = x+ xε(x) ���� limx→0 ε(x) = 0� �� ���� �� ���� ��������
�� �� �� ��������� ����� ��� ��������� �� �������

���� a ∈ R �� f, g ���� ��������� ������� �� ��������� �� a� �� ��� ��� f ���
����������� ��� ������� � g �� a� ���� f = oa(g) �� �� ������ ��� �������� h ��������
lima h = 0 ����� ��� f = hg�

����� ������������ xε(x) �� �� ��������� ������ xε(x) = o0(x) �� �� �� ���� ����
������� ln(1 + x) = x + o0(x)� ��� ���������� ����������� �� ��������� �� +∞ ���� ���
� ������ � � ���� ����� �������� �� a� �� ����� �� ���� ���������� ��� ��������� �� Oa

�� ∼a ��� ������������ �� ����� ����������

�������� �� α > β ∈ R� �� � (x− a)α = oa((x− a)β)
�� ����������� ��� ��������� ln �� ��������� �� 0 ���� ����� ���� ������������� ��

������ x = 1
u
�� �� ��������� ��� ������������ ������������ �� ������� ����� 0

(ln x)α = o0(
1

xβ
), �� α, β > 0

������� �������� ������� ���������� ��� �������������� �������� �� �������� ���
�������� �� ����������



� �������� �� ����������� ��� ��� ������

��������� ������ ���� f ��� �������� ������ �� ��������� �� a �� n �� ������� �� ���
��� f ����� �� ������������� ������ �� a � ������� n� �� �� ������ �� �������� P ��
����� �� ���� n ��� ��� f(x) = P (x− a) + oa((x− a)n)�

�������� ����� �������� �� �������������� ���� f : I → C ��� �������� �� ������
Cn �� a ∈ I� f ����� ����� �� ������������� ������ �� a � ������� n� �� ���� �� �� �
���� ����������

f(x) =
n�

k=0

fk(a)

k!
(x− a)k + oa((x− a)n)

���������� �� �������� ��� ����� �� �������������� ������� �� 0 ��� ���� � ����������

� ex = 1 + x
1!
+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o0(x

n)

� cos x = 1− x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o0(x

2n)

� sin x = x− x3

3!
+ x5

5!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ o0(x

2n+1)

� cosh x = 1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ o0(x

2n)

� sinh x = x+ x3

3!
+ x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+1)!
+ o0(x

2n+1)

� (1 + x)α = 1 + αx+ α(α−1)
2!

x2 + · · ·+ α(α−1)···(α−n+1)
n!

xn + o0(x
n)� ���� α ∈ R

�
1

1−x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o0(x

n)

�
1

1+x
= 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)nxn + o0(x

n)

� ln(1 + x) = x− 1
2
x2 + 1

3
x3 + · · ·+ (−1)n−1

n
xn + o0(x

n)

�������� ����������� �� ���������� �� un = e
1
n −

�
1 + 1

lnn
� �� ��������� ��� ��������

������� ������� ����������� �� �

e
1
n = 1 +

1

n
+ o(

1

n
) ��

�
1 +

1

lnn
= 1 +

1

2 lnn
+ o(

1

lnn
)

����� �� ������� ��� ���� ������������ �� ������� un = 1
n
− 1

2 lnn
+o( 1

lnn
)+o( 1

n
)� �����

1
n
= o( 1

lnn
)� �� ������� un = − 1

2 lnn
+ o( 1

lnn
)� ����� un ∼ − 1

2 lnn
�

��� ������ �� ������

��������� ������ ���� (un)n ��� ������ �� ��� ��� (un)n ��� ��� ����� �� ������ �� ��
��������� ���������� ��� ������� �

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n,m ∈ N, (n,m ≥ n0) =⇒ |un − um| ≤ ε



���� ������ ���������� �� ���������� �

�� ����� ����������� ��� ����� ��� �� ������ �� ��� ������ �� �� ����� ���� n �����
���� � ������� � ��� ��� ��� �������

�������� �� ����� ( 1
n
)n ��� �� ������� �� ���� �� n ≤ m �� � |un − um| = 1

n
− 1

m
=

m−n
mn

≤ m
mn

= 1
n
� ������ ���� ε > 0� �� 1

ε
≤ n ≤ m �� � |un − um| ≤ ε�

�� ����� (
√
n)n ����� ��� �� ������� �� ���� |u2n − un| =

√
2n − √

n = (
√
2 −

1)
√
n −−−→

n→∞
+∞� ��������� �� � |un+1−un| =

√
n+ 1−√

n = (n+1)−n√
n+1+

√
n
≤ 1

2
√
n
−−−→
n→∞

0�

�� ����������� ��� ������ ����������� �� �� ����� ���� ����� ������� ��� ���� ���� ����
��� �� ����� ���� �� ������ � ������� ����� un �� um ��� ����� ������� ����� ����� n �� m
������

�� � �� ��������� ��������

����������� ������ ���� (un)n ��� ����� �� � ∈ R ��� C�� �� (un)n �������� ���� �
����� (un) ��� �� �������

�������������� ���� ε > 0� ����� lim un = � �� ���� ����� ������ n0 ≥ 0 ��� ���� ����
n ≥ n0� |un − �| ≤ ε

2
� ����� �� n,m ≥ n0 �� �

|un − um| = |(un − �)− (um − �)| ≤ |un − �|+ |um − �| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

��� ������ ���������� �� ����������

����� ���������� �� ����������

�� (un)n ��� ��� ����� ������� �� ���� ��� ����� ����� ���� �� ��� ����� �� ������ ����
���� �������� un = (−1)n�� ��������� �� ���� ������ �� ���� � �� � ���� ������ ������
�������� � �� �� � ���� ������ ������ �������� ��

����������� ���� un ��� ����� ������ �� ����������

Un = sup
k≥n

uk = sup{uk, k ≥ n} ∈ R ∪ {+∞}.

�� �������� ��� �� ����� (Un)n ��� ������������ ���� ���� �� �������� ������� �� R
������� R ∪ {+∞}� � �� ���� �� �

Un+1 = sup
k≥n+1

uk ≤ sup
k≥n

uk = Un

����� ����� ������������ ����� ��� ������ ���� R∪{±∞} �� ����� ������ ��� limUn =
infn Un ∈ R�

��������� ������ ���� (un)n ��� ����� ������� �� ������ �� ������ ���������� ���

lim sup un = inf
n∈N

�
sup
k≥n

uk

�
∈ R.


