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Feuille d’exercices 4

Exercice 1

1) En ne justifiant que les réponses négatives, les applications suivantes de R” dans R? (n et p & pré-

ciser pour chacun des cas) sont-elles linéaires 7 Quelles sont les formes linéaires 7 les endomorphismes
o

Dans le cas ot elles sont linéaires, déterminer leur noyau et leur image en donnant une base et leur
dimension. Préciser lesquelles sont injectives, surjectives ou bijectives.

a)fo(z,y) = (x+y,2y) b)filz,y) = (z.2y,2 = 3y) c)fa(z,y) =2
d) fs(z,y,2) = (z,y)

e)filz,y,2) =0,z +y+2+1) f)fs(z,y,2)=(x+y+z,2—7y)

@) fol@,4,2) = (22— 35,55~ 22) b) falw,g,2) =2 —y— 2

2) Quelle est la forme générale des formes linéaires de R® ? Généralisez. Quel est le noyau d’une
forme linéaire non nulle ?

3) Donner deux justifications au fait que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogeéne de
p équations linéaires a n inconnues est un s-ev de R™. Que représente le systéme pour ce s-ev ?
Exercice 2
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.
1) Comparer ker f Nker g et ker(f + g).
2) Comparer Imf + Img et Im(f + g).
) Comparer ker f et ker f2.
4) Comparer Imf et Imf2.
)
)

w

5) Montrer que Imf Nker f = {0} < ker f = ker f2.
6) Montrer que E = Imf @ ker f < Imf = Imf? < ker f = ker f2.

Exercice 3
Soit F' = K[X]. On consideére les applications f et g de E vers E définies par :
f(P)= P et g(P)=XP.
1) Montrer que f et g sont des applications linéaires.
2) Les applications f et g sont-elles injectives, surjectives, bijectives 7
)

3) Qu’en déduisez-vous quant a la dimension de F 7



Exercice 4
Soit f € L(R* R3). L’application linéaire f peut-elle étre bijective, injective, surjective ?
Méme question si f € L(R3 R?).

Exercice 5
Soient F' = Vect((1,1,0)) et G = Vect((1,—1,1),(0,1,1)) .
1) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
2) Soit p (resp.q) la projection sur F parallelement & G (resp. sur G parallélement a F').
Déterminer p(u) et q(u) pour tout u = (a, b, ¢) de R3.
3) Soit s la symétrie par rapport a F' parallélement a G, déterminer s(u) pour tout u = (a,b,c) de
R3.
4) Déterminer les applications so s, sop et soq.

Exercice 6

1) Citer des endomorphismes classiques qui peuvent étre interprétés géométriquement. Comment les
reconnaitre et les caractériser ?

2) Soit f 'endomorphisme de R? défini par : f(z,y,2) = (22 — 32,y, z — 2z) pour tout (z,y,2) € R?
(Le fg de l'exercice 1). Reconnaitre et caractériser f, puis —f.

Exercice 7

Soient f et g des endomorphismes de E un K-ev de dimension finie n.
Prouver les inégalités suivantes :

-rg(f+9) <rg(f) +ry(g)

2. rg(f) —rg(g)l <rg(f —g)

3. |rg(f) —ra(g)l <rg(f +g) <rg(f) +ry(9)

- rg(g o f) < min(rg(f),rg(g))

- rg(f) +rg(g) —n < rglgo f)
(Indication : étudier 'application linéaire h de ker(g o f) dans ker(g) induite par f et penser au

théoréme du rang).
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