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Feuille d’exercices n° 5

Exercice 1
Soif f ’'endomorphisme de E = R? dont la matrice représentative dans la base canonique
1 2
By = (e1,e2) de R? est : Ay = (0 _1).
1. Par deux méthodes, trouver sa matrice représentative dans les bases suivantes de E :
By = (e, e1); B = (—2ey1,e2); Bs = (€1 — e, €1 +€); By = (e2,€1 — €2).
2. Calculer Aj pour tout n € N.
Exercice 2
Soif f I'endomorphisme de £ = R? dont la matrice représentative dans la base canonique

1 0 2
By = (e1,e9,e3) de R3est : A= 0 1 3
-2 20

1. Déterminer : f(ey), f(es), f(es), puis f(u) pour tout u = (z,y,z) € E.

2. Soient u; = €1 + €9, Uy = 2e1 + 3ey — 2e3, us = 2e; + 3eg + e3.

Montrer que By = (uy,us, u3) est une base de R3.

3. Déterminer, par deux méthodes, la matrice B représentative de f dans la base B;.

Exercice 3
Soif f I'endomorphisme de E = R3 défini pour tout (z,y,z) € E par :
flzyy,2) = (v, —x —y — 2,2+ 2y + 22).
1. Donner sa matrice représentative dans la base canonique By = (e, €2, e3) de E.
Calculer A2, reconnaitre puis caractériser f.
2. Construire une base B dans laquelle f est représenté par Diag(1,1,0);
dans cette méme base, quelle est la matrice représentant g = 2f — idg ?
Exercice 4
Soit M = (a;;) une matrice de M, (R), on appelle trace de M et on note T'r(M) la somme de ses

termes diagonaux : Tr(M) = Z Qi
i=1

1. Montrer que l'application Tr : M,,(R) — R, M +— Tr M est linéaire.

Est-elle injective 7 surjective ?

2. Montrer que l'ensemble des matrices de trace nulle est un sous espace vectoriel de M, (R).
Quelle est sa dimension ?

3. Prouver que : VA, B € M, (R), Tr(*A) = Tr(A) et Tr(A.B) = Tr(B.A);

en déduire qu’il n’existe aucun couple (A, B) de (M, (R))? tel que : AB — BA = 1I,.

4. Soit f un endomorphisme de R™, A sa matrice dans une base B de R™ et A’ sa matrice dans une
base B’ de R™. Montrer que Tr A = Tr A’.



Exercice 5
Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice représentative dans la base canonique de R? est :

1 1 -1 2
-1 1 =2

1. Déterminer Ker f et Im f. Montrer que R* = Ker f @ Im f.
On appelle g la projection sur Im f parallelement & Ker f .
2. Montrer qu’il existe un réel a que 'on déterminera tel que f = ag;
en déduire que : Vn € N*, f* = a"g.
Exercice 6
Soit f Pendomorphisme de R? défini par : f(e;) = (5, —1,2), f(e2) = (=1,5,2), f(e3) = (2,2,2)
ou B = (ey, €9, €3) est sa base canonique.
1. Déterminer la matrice A de f relativement & la base canonique B de R3.
2. Soient v; = (1,1, -2), v, = (1,1,1) et v3 = (2,0,1).
Montrer que B’ = (v1, v, v3) est une base de R3.
3. Donner la matrice de passage P de la base B a la base B'.
Calculer la matrice A’ de f relativement a la base B’ puis (A")", n € N.
Donner l'expression de A" a l'aide de P, P! et (A')™.
4. Déterminer la dimension et une base de Ker f = G;.
5. Déterminer la dimension et une base de Im f = Gs.
6. Les sous-espaces vectoriels G et G5 sont-ils supplémentaires dans R3?

Exercice 7
Soit f Pendomorphisme de R? défini par : f(e;) = ez + €3, f(ea) = €1 + e3, f(e3) = e1 + €3 ou
By = (e1, e, e3) est sa base canonique.
1. Déterminer f(u) pour tout u = (z,y,2) de E et donner la matrice représentative dans By.
2. Prouver(de plusieurs maniéres) que f est un automorphisme de E.
3. Déterminer les images par f des s-ev de E suivants :
F={(z,y,z) e E|lz+y+2=0}et G={(z,y,2) e E |z =y =2z}
4. Prouver que F' et G sont supplémentaires dans E et donner les matrices B et C représentant
respectivement la projection p sur F' parallélement & G et la symétrie s sur GG parallélement a F'.



