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� b

a

f(x)dx ��� ���� ���� ��� ��

�������� � �� ��������� F ��� ��������� �� f � ���� ��� �������� ����� ��� F �(x) = f(x)�
�� �� ���� � b

a

f(x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)
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� ������������� ���� �� �� ���� ��� �� ��������� ������� ������� �� �������� �

���������� �� ������� ��������� ����� ��� ������������� ��� ���� ��������� ���� �����
�� ���� �� ���� ��� ������� ��� x �→ 1

x2 � ��� ��������� ��� ������� x �→ − 1
x
� ���� ����

���������� ��� ��������� �� x �→ 1
x
� �� ��� ������ ������������ ��� �������� ���������

�� ����������� ��� �� ������� ��� �� ������ �� ��������� ���� �������� ���������� ����
���������� ��� �������� ��� ����� ��������� �� x �→ 1

x
�������

�� ����� ������� ���������� ����� �������� �������� ��� �� �������� x �→ ex
2
� ��

���� ������� ������ ���� �� �� ������ �� �� ������ ��������� ��������� �� ����� ��������
����� � ���������� � �� ������ �� ��������� � ������������ ��

�� �������� �������� �� �� ���� �������� � �� �������� �������� �� ����� ���� ���
��������� f ��������� �� �������� ����� ����������� �� �� �������� ln� �� ����� ���� ������
�������� ���������� �� ��� ��� ��������� � ������� ������� � �� ��� ��� ��������� � �������
��������� �� ������ �� ����� ����������

��� �������� ����������

�� �������� ��� ������ �������� ����������� ��� ��� ��������� ����������

��



�� �������� �� ����������

��������� ������ ���� I ⊂ R �� f : I → R ��� �������� ��� I� �� ��� ��� f ���
������������ �������� ��� I ��

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x, y ∈ I, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε . �����

��������� ��������� ��� �� ��������� �� �� ���������� �� f ��� I ��� �� ��������

∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀y ∈ I, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε .

����� �� ������� �� �� ���������� � �� ���������� �������� ������� � ����������� ��� �������
�������� ∀x ∈ I �� ∃η > 0 ������� ��� ���� ���� �������� ����������� ∀x ∈ I �� ∀ε > 0��
��������� ���� ���� �� ���������� ��������� �� ������� � �� ��� �� η �� ������� ���
�� ����� �� x ������ �� ��������� ��������� �� ��� ��� �������� ���� �� ������ �����������
����� �� ���������� �������� �������� �� ����������� ������������� ���������� ����� ���
����� �� ������� �������� �� ���������������� ��������� �� �������� ������� ����� �� ���
�� ����� ������� ����������� ��� ������

�������� ����� ��������� �� ������� ���� f : [a, b] → R ��� �������� ��������� f
��� ����� ������������ �������� ��� [a, b]�

�������������� �� ������ ���������� ��� ���������� ��������� ��� f ����� ��� �������
������ ��������� ��������� ��� �� �������� �� ����� ��� ����� �

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃x, y ∈ [a, b], |x− y| ≤ η �� |f(x)− f(y)| ≥ ε .

����� ���� η = 1
n
� �� ������ xn, yn ∈ [a, b] ���� ��� |xn − yn| ≤ 1

n
�� |f(xn) − f(yn)| ≥

ε� ������� �� �������� �� �������������������� �� ������ ��� ���������� (xϕ(n))n ���
�������� ���� x̄ ∈ [a, b]� �� � ����� |yϕ(n) − x̄| ≤ |yϕ(n) − xϕ(n)| + |xϕ(n) − x̄| ≤ 1

n
+

|xϕ(n) − x̄| → 0 � (yϕ(n))n �������� ���� x̄�
����� f ��� ��������� (f(xϕ(n)) − f(yϕ(n)))n �������� ���� f(x̄) − f(x̄) = 0� ����

���� ��������� |f(xϕ(n))− f(yϕ(n))| ≥ ε� �� �������� ��� ���� �������

��� ����������� �� ������ ���������� ���������� ����� �������� �������� f � ����
������������ ��� �������� ������� ������ �� ���������� �� f �

��������� ������ ���� f ∈ C0([a, b])� �� ������ ��� ������ �� ���������� ���� η ≥ 0
���

ω(η) = sup{|f(x)− f(y)|, x, y ∈ [a, b] �� |x− y| ≤ η}

ω(η) ������ �� ������� �� �������� f ������� ��� �� ���������� �� �������� η� �����
f ��� ������������ ��������� �� � limη→0 ω(η) = 0�

��� ����������� ��� ��������� ���������

���� ����� ����� ������ I ���� �� ���������� �� R�



���� ����������� ��� ��������� ��������� ��

����� ������������ �� ����������

���������� ��� ������ �� ������ �� ������������

��������� ������ ���� a, b ∈ I ���� a ≤ b� ��� ����������� �������� ������� n�
������������ �� ������� [a, b] ��� �� (n+ 1)������ σ = (s0, . . . , sn) ��� ���

a = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn = b

�� ���� � ��� ����������� σ� �� ���� �������� �� � ��������� � �� ������� [a, b] ��
�� ����� ��������

[a, b] = [s0, s1] ∪ · · · ∪ [sn−1, sn]

�� �������������� �� ���� �������� ����������� [sk−1, sk]� [sk, sk+1] �� ������ �� ���������
{sk}�

��������� ������ ���� σ = (s0, . . . , sn) �� σ� = (s�0, . . . , s
�
n�) ���� ������������ ��

������� [a, b]� �� ��� ��� σ� ��� ���� ��� ��� σ �� ��� ���������������� �� σ ��� ����
k ∈ {0, · · · , n}� sk ��� �� ������� �� σ��

����� ��������� ��� ��� ���� ������� �� ��������� �� [a, b] ������� � σ�� �� ����
������ �� ����� ������� � σ �� ���������� ������ ��� �������� [sk, sk+1] ����� ������
���� ������� ��� �������� [s�j, s

�
j+1]�

����� ������ ���� i = 1, 2� ����������� σi = (si,0, . . . , si,ni
) ���� ������������ ��

[a, b]� �� ������ ����� ��� ����������� τ = (t0, . . . , tn0) �� [a, b] ��� ��� ���� ��� ��� σ1 ��

σ2�

�������������� �� ��������� T = {s1,0, . . . , s1,n1}∪{s2,0, . . . , s2,n2}� �� ����� ����� ��
n0������ τ �� ��������� T �� ����� ����������� ��� ������������� τ ��� ���� ��� ��� σ1

�� σ2�

a b

τ

σ2

σ1
s1,1 s1,2

s2,2s2,1

���� ������ ���������� ������ ��� ������ �� ��������� ��� ���������� ����� ��� �����
����� ����������

��������� ������ ���� a, b ∈ I ���� a ≤ b� ��� �������� f : [a, b] → R ��� �������� ���
�������� �� �� ������ ��� ����������� σ = (s0, . . . , sn) �� [a, b] ����� ���



�� �������� �� ����������

� f ��� �������� ��� ]sk, sk+1[ ���� 0 ≤ k ≤ n− 1 ��

� f ����� ��� ������� � ������ �� � ������ �� ���� ��� sk�

��� ����� ����������� ��� ���� ������� � f � ���������� ��� ��������� ��������� ���
�������� ��� [a, b] ��� ���� C0

pm([a, b])�

���������� ����� ��� ���� ��� ���������� ���������� �� �������� ���� ��� �� ������ ��
f ��� ������ sk� ���������� ��������� ������ ����������� ���� ��� ������ �����������
������� � f ��� ������� � f �

����������� ������ C0
pm([a, b])��� �� ����������� ��������� �� F([a, b])�

�������������� ���� �������� �� �������� �� �������� ����� ��� �������� ��� ���������

�� f1 �� f2 ∈ C0
pm([a, b])� �� ��������� ��� ������������ σ1 �� σ2 �������� � f1 �� f2� ��

��������� ����� τ = (t0, . . . , tn) ��� ����������� ���� ��� ��� σ1 �� σ2� τ ��� ����� �������
� f1 �� f2� ����� f1 �� f2 ���� ��������� ��� ��� ����������� ]tk, tk+1[ �0 ≤ k ≤ n − 1� ��
��� ��� ������� � ������ �� ������ �� ��� tk �0 ≤ k ≤ n��

���������� �� λ ∈ R� f1+λf2 ��� �������� ��� ��� ����������� ]tk, tk+1[ �0 ≤ k ≤ n−1�
�� � ��� ������� � ������ �� ������ �� ��� tk �0 ≤ k ≤ n�� ���� f1+λf2 ∈ C0

pm([a, b])�

����� ����������� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������ �� ����

����

�� ��� ������� ��� ����������� ����� �������� f ���������� � ������ �������� ���� ��
������ �� f ������� ��� ����� ������ ������ ����� ������������ ���� ����������� ��� ��
������ ����������� �� f �� �� ������ ������ ����� ���� �� ���������� ����� ���� ��� �����
�� �����������

������ ���� ��� ����������� σ = (s0, · · · , sn) �� ������� [a, b]� �� n������ X =
(x0, . . . , xn−1) �� [a, b] ��� ��� ������ � σ �� xi ∈ [si, si+1]� �� f ∈ C0([a, b])� �� ������
����� �� ����� �� ������� �� f �������� � σ �� X ���

Sσ,X(f) =
n−1�

i=0

(si+1 − si)f(xi)

�� ������ ��� �� ���� �� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ���� [si, si+1] �� �� �������
f(xi) ��� ��� ��� ������������� �� ������ ���� �� ������ f � �� ������ ���������� ����������
�� ������ �� f �� ��� ��������� ����������� �� ������ ����� �� �������� ��� ���� ������



���� ����������� ��� ��������� ��������� ��

x2x1 x3s0 s1 s2 s3 s4x0

������ �� �� ������������ ��� �� ������ ��� ����� ������� ��� ������������ �� ����
�� ���� ���� �� ���� ������� ��������� �� ������ ��������� ������ ���� �� ������ �� f �
������������ ���� ������� �� ������ �� ��� ����� ����������� � �� ��� ����� �����������
σ ��� max{si+1 − si, 0 ≤ i ≤ n− 1}� �� ��� �� σ ��� ���� P (σ)� �� ������ ���� �� �������
������� ����� ���� ������ ����������� �� σ�

�� � �� ������� ��������

����� ������ ���� f ∈ C0([a, b])� �� ���� ω ��� ������ �� ����������� ���� σ =
(s0, . . . , sn) �� τ = (t0, . . . , tm) ���� ������������ �� [a, b] ����� ��� τ ��� ���� ��� ��� σ�
�� ���� �����

� X = (x0, . . . , xn−1) �� n������ �� [a, b] ������ � σ

� Y = (y0, . . . , ym−1) �� m������ �� [a, b] ������ � τ

�� � �����

|Sσ,X(f)− Sτ,Y (f)| ≤ (b− a)ω(P (σ))

�������������� ����� τ ��� ���� ��� ��� σ� ���� ���� k ∈ {0, . . . , n}� �� ������ ik ∈
{0, . . . ,m} ��� ��� sk = tik � ����� �� ik ≤ i < ik+1 − 1� �� � yi ∈ [ti, ti+1] ⊂ [sk, sk+1]�


