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Exercice 1. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz (en précisant l'espace préhilbertien (E, ⟨., .⟩) dans lequel
on travaille et les vecteurs concernés) établir les inégalités suivantes et étudier les cas d'égalité :

1. ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, ∣x1 + x2 + . . . + xn∣ ≤
√
n (x21 + x22 +⋯ + x2n)

1/2
;

2. ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ (R∗

+
)n, (x1 + x2 + . . . + xn) ( 1

x1
+ 1

x2
+⋯ + 1

xn
) ≥ n2;

3.
n

∑
k=1

√
k ≤ n

√
n + 1

2
;

4. ∀M ∈Mn(R), tr(M)2 ≤ n tr(tM ⋅M);

5. Pour toute fonction f continue et strictement positive sur [a, b], avec a < b, on a

(∫
b

a
f(t)dt)(∫

b

a

1

f(t)
dt) ≥ (b − a)2.

Exercice 2. Soient u = (1,1,1,1) et v = (1 − x,x − y, y − z, z) deux vecteurs de R4.

1. Montrer que ⟨u, v⟩ = 1.

2. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, résoudre dans R4 l'équation suivante

(1 − x)2 + (x − y)2(y − z)2 + z2 = 1

4
.

Exercice 3. Soient E = R2 et a, b, c, d ∈ R. Notons φ la forme bilinéaire dé�nie pour tous vecteurs u = (x1, x2)
et v = (y1, y2) par φ(u, v) = ax1y1 + bx2y2 + cx2y1 + dx1y2. A quelles conditions sur a, b, c, d, a-t-on que φ est un
produit scalaire sur E ?

Exercice 4. Soit E = R2.

1. Prouver que la forme bilinéaire b dont la matrice dans la base canonique B = (e1, e2) est B = (1 1
1 2

) est un

produit scalaire sur E.

2. En déduire que ∀(x, y) ∈ R2, ∣2x + 3y∣ ≤
√
5
√
x2 + 2xy + 2y2.

Exercice 5. Soit E = C1([0,1],R).

1. Prouver que l'application b de E2 dans R dé�nie par

b(f, g) = f(0)g(0) + ∫
1

0
f ′(t)g′(t)dt

est un produit scalaire sur E.

2. Dé�nir la norme ∥ ⋅ ∥ issue de b.

3. Prouver que pour toute fonction f ∈ E, on a

∣f(0) + ∫
1

0
f ′(t)dt∣ ≤

√
2

√
f(0)2 + ∫

1

0
(f ′(t))2dt.


