CHAPITRE 0 - REVISIONS

LOIS DE PROBABILITE USUELLES

Dans tout ce chapitre, on suppose donné un espace probabilisé (Q,P(L2),P) et on étudie des
variables aléatoires définies sur I'univers () associé.

1 Lois discrétes

1) Loi discréte uniforme

Définition :
Une variable aléatoire X définie sur () suit une loi discrete uniforme si et seulement si :
(1) X(Q) = [1,n], ot n est un entier naturel non nul

1
2) PX=k)= — pour toutk € [1,n]

On a alors :

n+1 n? -1 nz -1
EX)=—"VX) = ,o(X) = 12

2 12

Rappel : savoir tracer I'histogramme et la courbe représentative de la fonction de répartition.

Exemple :
On lance un dé cubique non pipé, et X désigne le numéro de la face qui apparait lors du

lancer. Cette variable suit une loi discréte uniforme associée a la valeur n = 6. On a, pour

tout k € [1,6], P(X = k) = % ; les caractéristiques de cette loi sont :

E(X)—7V(X)—35 2.92,6(X) = 35 171
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2) Loi de Bernoulli

Définition :

Une variable aléatoire X définie sur () suit une loi de Bernoulli si et seulement si :
(1) x(@ ={0,1},

(2) PX=1)=pou €]0,1[ etdonc P(X =0) =1 — p,noté q.

On note cette loi par : X ~ B(1,p)

On a alors :

EX)=pVX)=p*(1—-p)=p*xqoX)=+p*x(1—p)=,p*q

Exemple :
On réalise une expérience qui a deux issues possibles : le succeés dans 40% des cas et 1'échec

dans 60% des cas.
On pose alors P(X = 0) = P(échec) = 0.6 et P(X = 1) = P(succes) = 0.4.




3) Loi binomiale

4)

Définition :
Une variable aléatoire X définie sur () suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p €
10, 1] si et seulement si :

(1) X(Q) = [0,n],
n _ n _
@ POX=k) = (1) +p* (1 —p)" = (1) # pq"* avec g=1-p
Notation : X ~» B(n,p)
On a alors :

EX) =nspV(X) =nspx(1-p)=n+prqo(X)=ynrps(1—p) = nrprq

Exemple :
On lance 15 fois une picce truquée telle que "Face" a une probabilité¢ d'apparaitre égale é% et

"Pile" une probabilit¢ égale a é ; si X désigne le nombre de "Faces" obtenus sur les 10

lancers, X suit la loi B (15,2). Alors E(X) = 10,V (X) = 13—0 ~3.33,0(X) = ? ~ 1.83.

Loi hypergéométrique

Définition :
Une variable aléatoire X définie sur £ suit une loi hypergéométrique de paramétre N € N*,
n € N*,avecn < N etp € |0, 1] si et seulement si :
(1) x(Q) =[0,n],
Np\ , (N1 —p)
) CLo0)
N
()
Notation : X ~» H (N, n,p)
On a alors :

(2) PX=k)=

Dinsps(1-p),o(X) =V

E(O =nxp V() =

Attention : la définition de la loi impose la condition suivante : n < min(Np, N(1 - p)).
Dans le cas contraire, X(£) est contenu strictement dans [0, n], les formules ci-dessus ne
sont plus valables.

Exemple :
On tire simultanément et sans remise 3 boules dans une urne contenant 4 boules rouges et 6

boules vertes.
Si X désigne le nombre de boules rouges obtenues dans le tirage, X ~ H (10, 3, %)

Alors E(X) = g =12, V(X) =2 =056,0(X) = \/% ~ 0.75
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5)

6)

Loi géométrique

Définition :

Une variable aléatoire X définie sur Q suit une loi géométrique de paramétre p € 10, 1] si et
seulement si :

(1) X(Q) =N,

(2) PX=k)=p(1—p) " =pg“toug=1-p

Notation : X ~ G(p)

On a alors :
1 1-p ¢ J1-p
EX) ==, V(X) = —50 = —,0(X) =
p p p p
Exemple :

On lance un d¢ cubique régulier jusqu'a 1'obtention de la face 4.
Si X désigne le nombre de lancers nécessaires pour obtenir 4 pour la premiére fois, on a :

1
x~6(g)
Alors E(X) = 6,V(X) = 30,0(X) = V30 ~ 5.48

Variante possible :

On trouve quelquefois la définition suivante :

(1) X(@) =N,

(2) PX=k)=p(1-p)=pgcoug=1-p

Dans ce cas, X désigne le nombre de tentatives précédant le premier succes.
Seule I'espérance mathématique est modifice :

1-p 1-p ¢q v1-p

E(X) = ——,V(X) = =~ o(X) =
p p

Loi de Poisson

Définition :
Une variable aléatoire X définie sur  suit une loi de Poisson de paramétre A € ]0, +oo] si et
seulement si :

(1) X(Q@) =N,

Axexp(=1) Akxe?
(2) PX=k)= ol —
Notation : X ~ P (A1)
On a alors :

EX) =LV(X) =1oX) =V

Les variables qui suivent des lois de Poisson correspondent souvent a des événements qui se
réalisent de fagon aléatoire avec des fréquences d'apparition restant assez faibles comme des
pannes de machines, des accidents, etc...



II Lois absolument continues

1) Loi continue uniforme et loi rectangulaire

Définition 1 :
Une variable aléatoire X définie sur () suit une loi continue uniforme si et seulement si sa
densité de probabilité s'écrit :
f(x)=0six<0
f(x)=1si0<x<1
f(x)=0six>1
Alors X(Q) = [0,1]

Notation : X ~ U(0,1)

La fonction de répartition de X s'écrit :
F(x)=0six<0
F(x)=xsi0<x<1

F(x)=1six>1

On a alors :

1 1 1
EX) =35, V(X) = 15 ~ 0.083,0(X) = e 0.29

Définition 2 :
Une variable aléatoire X définie sur Q suit une loi rectangulaire sur l'intervalle [a, b] si et
seulement si sa densité de probabilité s'écrit :

f(x)=0six<a

o) =—
f(x)=0six>b
Alors X(Q) = [a, b]

sia<x<b

Notation : X ~ U(a, b)

La fonction de répartition de X s'écrit :
F(x) =0six<a
xX—a
F(x) =
() = —
F(x)=1six>b

sia<x<b

On a alors :

_a+b _(b-a)? _b-a
EX)=——V(X) = X) = 3
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Ce type de loi correspond a des phénomeénes uniformément répartis sur un intervalle de
temps.



2)

3)

Loi exponentielle

Définition :
Une variable aléatoire X définie sur Q suit une loi exponentielle de parametre A > 0 si et
seulement si sa densité de probabilité s'écrit :
f(x)=0six<0
{f(x) = Alexp(—Ax) six >0
Alors X(Q)) = R*

Notation : X ~ £(A)

La fonction de répartition de X s'écrit :
{F(x) =0six<0

F(x) =1—exp(—4Ax) six >0

On a alors :

Ce type de loi correspond a des phénomeénes dits "sans mémoire" comme les processus
Markoviens en temps continu que 'on rencontre fréquemment dans les files d'attente et
réseaux de files d'attente.

Loi normale

Définition 1 :
Une variable aléatoire U définie sur () suit une loi normale centrée réduite si et seulement si
sa densité de probabilité s'écrit :
) 1 < x2> 1 _x?
x) = ——=exp| —— ) =—=e 2 pourtoutx € R pourtoutx € R
Vo

2 \2m
AlorsU(Q) =R

Notation : U ~ N (0, 1)

La fonction de répartition de U s'écrit :
tZ

1 X
[(x) = \/T_T[_—L exp <—?> dt

On ne sait pas calculer cette fonction a 1'aide des fonctions usuelles. Sa valeur est donnée par
des tables numériques.

On a alors :

E(U)=0VU)=10l)=1




Définition 2 :
Une variable aléatoire X définie sur () suit une loi normale de parametres m € R et 0 > 0 si
et seulement si sa densité de probabilité s'écrit :

oV2m 2 o7 oV2m
Alors X(Q) = R

1 1(x —m)? 1 _1a-m)?
flx) = exp| —= = e 2 o2 pourtoutx € R

Notation : X ~» N (m, o)

La fonction de répartition de X s'écrit :

exp <_ lﬂ) dt

F(x) =

oV2m 2 o2

—-m
On montre par changement de variable dans l'intégrale que F(x) =TI (T)

On a alors :

EX)=mVX)=0%0X)=0

Ce type de loi correspond a des phénomenes touchant de grands nombres d'individus. On
rencontre trés fréquemment cette loi en statistiques.

Propriété :

Si X;,--+, X, sont n variables aléatoires indépendantes deux a deux et suivant respectivement
les lois V' (m4, 07), -, N'(m,, g,), alors la variable X; + X, + -+ + X,, suit la loi V' (m, g)
avecm =my + -+ my, et = of + - + o2



