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L2 Licence de Mathématiques TD Analyse
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Calcul Intégral

@ 1) Chercher les primitives des fonctions suivantes dans leurs ensembles de définition :

x? sin(2r) 1

_ . _ 2 4 3. h — k — .
f@) = a9 = (et 4 () = st k)= s (@£ 0
i 1.5
2) Indiquer les fonctions pour lesquelles / ...dx a un sens. Méme question pour / .dx.
0 ~15

@ Calculer les intégrales suivantes (intégration(s) par parties ou changement de variable)

e 0 T 1
I, = / 2 In(z) dx I, = / re ™ dx I3 = / xrsinx dx I, = / x(rx—1)e "dx
1 —VIn2 0 0

1 . 1 " T
I; = zArctan xdx I, —/ de I —/ ——dx I —/ e *sin(3z) dx

2?—3r+1 Ay Ay As
1) Calculer A,, A,, A; tel = .
(8) 1) Callouler 41, 42, Ay tels que e = 25 + R+
1 2
— 1
En déduire la valeur de / ks dz.
o (+1)%(z—3)
S4+2r -1
2) Calculer les fonctions polynomiales P, () telles que x—i—Q—xl = P(z) + g(x>1
xTrs — xTrs —
Tt 2w -1
En déduire la valeur de / x;—z—rl dz.
) _
. ) 228427 — 1 .
2bis) Peut-on calculer également [ ————— dx ? Cette expression a-t-elle un sens?
—92 e —
1
3) Chercher une primitive de la fonction ¢(z) = pe T puis cellede i(x) = ﬁ

) 23— 322 -1
3b1$) Calculer /; m dx

@ On se propose de calculer les intégrales suivantes :

1 d(L’ 1 12 1 5
I = , J = dx,K:/\/x + 1dz.
/0 x2 41 /ox/x2+1 0




1) On pose f(z) = In (x + Va2 + 1), x € R. Montrer que la fonction f est bien définie et

dérivable sur tout R. Calculer f'(x). En déduire la valeur de I.

2) Vérifier que J + I = K.

3) A l'aide d’une intégration par partie portant sur K, montrer que K = v/2 — J. En déduire
les valeurs de J et K.

@ Soit m et n deux entiers naturels. On pose

I(n,m) = /01 t"(1 —t)™dt.

1) Calculer I(n, 0).
2) Montrer a 'aide d’une intégration par parties que

1 = I 1,m—1).
(n,m) =] (n+1,m—1)
Im! Im!
3) Montrer que (n,m) = % I(n+m,0). Endéduire que I(n,m)= %
L2041
@* Pour tout n € N, on pose I,, = / dz.
0 1 + 1'2

1) Calculer Iy, I;.
2) Montrer que 0 < I,, <

calculer sa limite.
3) a) Montrer a 'aide d'une intégration par parties que

1 1 1 x2n+3
Vn e N, I, = + / 5 d.
dn+1) n+1Jy (1+22)

SESEY Vn € N. En déduire que la suite (/,,),en est convergente et
n

b) Montrer que
2n+3 1

1
VneN, 0< ———dr < .
" —/0 (1+ 22)? Y= on 4

En déduire lim nlI,.
n—-+o0o

4) a) Montrer que

1
VneN, I,+1,41 = .
n e N, t lny1 ST
b) Montrer par récurrence que
VneN*, 2(=1)""'I, = zn: DAY

N O D
¢) En déduire nggloo Z p =1In2.



Calculer les intégrales suivantes a l'aide du changement de variable suggéré :

12t 3
e dt

I, = dt, poser y = €, I :/ ——— poser v =1+t
1 /0 ayer o POV T owire b

In3 w/2 -3

dz sin” t

I3 = ———, poser y = ¢e” Iy = — —dt, poser x = cost
’ Az er—er P i ’ ! /0 1+ cos?t » P

™2 cost ) ! 2 .
]5:/ ————dt, poser z =sint, 16:/ t*v1 —1t2dt, poser t =sinz,
0 0

2 — cos?t

(“la substitution universelle”)

Calculer les intégrales suivantes :

w/2 dx w/2 dx
A
o l+cosx o l+sinz

Indication : Utiliser le changement de variable ¢ = tan(z/2).

1 —¢? s 2t
ertsinnr = .
14 ¢2 14+ ¢2

On rappele que cosz =

@ *(changement a parametre)
1
1) Montrer que/ V1—a22de = g (Poser x =sint, t € [-7/2,7/2])
—1

2) Soit (a,b) € R?, a < b. Montrer que

b
/ Vb—2)(z—a)de = %(b —a)

(b—a)y+a+b

Indication : Utiliser le changement de variable : z = 5

(Ia définition de 'intégrale via les sommes de Riemann)

En utilisant les sommes de Riemann pour une fonction a choisir calculer les limites suiv-

antes:
n—1 n
n 1 1 1 1 k
li _, li — , li | 1+ —
n—lglooZﬁ—i-kZ nl—>nc}o(n+n+1+ +2n—1) nLH;o;k+nn( +n)

* (question théorique partiellement vue en cours)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

b
1) On suppose que f(z) > 0, pour tout = € [a, b et/ f(z)dx = 0. Montrer que f est la

/abf(x)dx

fonction nulle.
2) On suppose que
la, b].

b
= / |f(z)| dz. Montrer que f garde un signe constant sur




@ * Soit f : [0, 7] — R une fonction continue et croissante sur [0, 7].
On se propose de montrer que

lim /O7T f(z) |sin(nz)| de = %/Oﬂ f(z)dx

n—-+o0o
1) Montrer que pour toutn € N* etk € {0,1,..,n —1},ona:

(k+1)m

n 2
i de = —.
ﬁ_ﬂ |sin(nz)|dz "

n

2) Montrer que pour toutn € N* etk € {0,1,..,n—1},ona:

(& + 1)
2 [k o
e (%) < /’f_ﬂ " (@) lsin(na)|de < > f (%)
n
En déduire que
2 n—1 j- ™ . 5 N .
szzof (7) < /0 f(z) |sin(na)| dz < ﬁ;f (7) '

3) Conclure.



