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Topologie des espaces vectoriels normés

TD?2
Ouverts, Fermeés, Intérieur, Adhérence

Soit (£, || ||) un espace vectoriel normé, a,b € E et deux réels r, s > 0.

1) a) On suppose que B(a,r) N B(b, s) # (). Montrer que |la — b|| < r + s.
b) Réciproquement on suppose que |la — b|| < r + s. Montrer que B(a,r) N B(b, s) # 0.

Indication: Considérer le vecteur z = a+ )
r—+s r—+s

2) On suppose que B(a,r) C B(b,s). Montrer que ||a —b|| < s —r.

Indication : Distinguer lescas a = b et a # b.

Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé, a € E et deux réels r et ro avec 0 < 11 < 5.

On considére les ensembles suivants :

A:{xEE/r1<||a—a:||<r2} B:{xEE/ﬁSHa—:Engg}.

C':{xGE/r1<Ha—x||§T2}

1) Montrer que A est un ouvert de E et B est un fermé de E.
2) L'ensemble C est il un ouvert de F , un fermé de E ?
3) Déterminer C et C.

Montrer que Z est une partie fermée de R :
a) En observant que son complémentaire est ouvert.

b) Par la caractérisation avec les suites, des parties fermées.



@ Soient (F, d) un espace métrique et (u,),en une suite de £ qui converge vers /.

Montrer que I’ensemble A = {un cne N} U {E } est un fermé de E

Soit A la partie de R? définie par :

A:{(x,y)GRQ/ —:c<y<x}.

1) Représenter A.
2
3

4) Déterminer A.

)
) Montrer que A est un ouvert de R*.

) — —
)

Montrer que pour toutréela > 0, ona (a,a) € A et (a,—a) € A.

@ Soient (£, d) un espace métrique, A et B deux parties de E.

1) Montrer que

AUBCAUB, AnB=ANB.
ANBcC ANB, AUB=AUB.

Donner des exemples dans R, montrant que les inclusion peuvent étre strictes.

2) On note Comp(A) le complémentaire de A dans E. Montrer que

o
L — o

Comp(A) = Comp(A) et Comp (A) = Comp(A).

Soit E un espace vectoriel muni de deux nomes N; et N,.

1) Montrer que si les normes sont équivalentes alors les parties ouvertes de (E, N;) sont les
mémes que les parties ouvertes de (E, N,).

2) Etablir la réciproque.

Soit (£, || ||) un espace vectoriel normé. Si A et B sont des parties non vides de E,

on note A—I—B:{x—i—y s r €A, yGB}.
1) Montrer que pour tout a,b € Eetr,s > 0,ona

B(a,r)+{b} = B(a+b,7) et B(a,r)+ B(b,s) = B(a+ b,r + s).



2) Soit A est un ouvert de F.
a) Montrer que pour b € Eona A+ {b} est un ouvert de E.
b) En déduire que si B une partie quelconque, non vide de E alors A + B est un ouvert de E.

3) On considére dans R? les parties suivantes :

A:{(x,y)ERQ/xyzl} et B:{(x,()), xGR}.

Montrer que A et B sont deux fermés de R®. Déterminer A + B et montrer que cet ensemble
n’est pas un fermé de R>.

@ Soit £ = C ([0, 1], R) 'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R. On pose

F={feFE/f0)=0}.
1) On munit £ de la norme || ||... Montrer que F est un fermé de (£, || ||o)-

1
2) On munit £ de la norme ||f||; = / |f(t)|dt. On considere la suite de fonctions (f,)nen
0

définie par :
1 1
fat)=nt si0<t<— et fot)=1si —<t<1
n

3

1
a) Calculer/ | fn(t) — 1|dt.
0

b) En déduire que F' n’est pas un fermé de (E, || |1).
3) Montrer que F est dense dans (£, || ||1)

Soient (E, d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Soient a € A et (2, )nen

une suite de £ qui converge vers a. Montrer qu’il existe un entier N € N tel que pour tout
n> N,onaxz, € A.

Application : Soit E l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme de la

convergence uniforme: || f||.c = sup |f(z)|. On pose A = {f € E/f(0) = 0}.

z€[0,1]
a) En raisonnant par 1’absurde, montrer que A = (.

b) Montrer que A est un fermé de FE.



