Chapitre 4

Séries numériques

Que signifie I'écriture décimale m = 3,141592653... 7 De maniére plus générale, que
signifie pour un nombre réel positif = d’avoir pour écriture décimale a_y - - - ag, ayasagay. ..,
oua; €{0,1,...,9} pouri > —N7?

Tout d’abord qu’est ce que Pécriture décimale d’un nombre entier ? Ecrire un nombre
entier x sous la forme a_y - - - ag signifie v = ij:o a_,10™. Une telle écriture est unique
et ag est juste le reste de la division euclidienne de x par 10. a_y - - - a1 est alors I’écriture
en base dix du quotient de la division euclidienne de x par 10.

Si x est un réel positif, on écrit alors © = E(z) + (x — E(z)) ou E(x) est la partie
entiére de z. On sait donc écrire E(x) en base dix, reste donc a voir comment écrire
(x — E(x)) € [0,1] en base 10.

Pour construire les décimales d’un nombre x de [0, 1], on pose ag = 0 puis xo = 0. La
premiére décimale, le chiffre ay, est alors définie comme la partie entiére de 10(x — ) et
on pose ¥; = 2o+ a;1071. Comme 0 < 10(z — ) —a; < l,ona 0 < z—z; <1071 On
construit alors par récurrence la suite des décimales (a,) et la suite des approximations
(z,) de sorte que 0 < z — x, < 107". Si les deux suites sont construites jusqu’au
rang n, on définit alors a,,; comme la partie entiére de 10" (z — z,,). Comme 0 <
10" (2 — 2,) < 10, 0on a 0 < apy; < 9 et on pose Tpyy = Tn + Ay 107D et on a
0<2— 2,41 <1074

[’écriture décimale de x,, est ag, ay - - - a,, il s’agit d’une version tronquée de I'écriture
de z. De plus, on a |z — z,,| < 107", autrement dit x,, est une approximation de x a
107" prés et x, — x. On peut aussi écrire

n

Ty = Z ak10_k.

k=0

On pourrait donc écrire
o
T = E ap107F ,
k=0

mais quel sens donner & une telle somme infinie ? C’est la théorie des séries qui répond
a cette question.
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4.1 Définition des séries et premiéres propriétés

Une série n’est pas un objet mathématique & proprement parler mais plutot un
probléme que 'on pose. Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition 4.1.1. Soit (u,)nen une suite numérique. L’étude de la série de terme gé-
néral u,, notée > u,, consiste en I'étude de la suite des sommes partielles (S,,),, définie
par S, = Y ,_, uk. S, est appelée somme partielle d’ordre n.

Si la suite (5,,), converge vers une limite finie, cette limite est appelée somme de la
série et notée Y po o Uy.

L’étude d'une série porte essentiellement sur I’étude de la convergence de la suite
(Sn)n et sur I'éventuel calcul de sa limite.

Remarque. Si (u,) et (4,) sont deux suites telles que u,, = @, pour n > ny. Les sommes
partielles associées S, et S vérifient S, S = Sny — Sno pour n > ng. Ainsi étudier
la convergence de .S, ou de §n revient au méme. On dit que la convergence de la série
> u, ne dépend pas des premiers termes. En revanche, en cas de convergence de la
série, la somme de la série dépend, elle, des premiers termes.

Si > u, est une série convergente, on note R, = > 7° . uy, appelé le reste d’ordre
n de la série. Cette série converge car ses derniers termes sont les mémes que | u,,. On

a alors .
k=0

Remarque. Les outils développés pour I'étude des séries peuvent étre utiles aussi pour
I'étude des suites. Considérons (u,), une suite numérique et définissons vy = wug et
Up, = Uy — Up—1 pour n > 1. La somme partielle de la série > v,, d’ordre n est alors

n n n n n n—1
5 U = up + 5 (up — up—1) = up + E U — E Up—1 = Ug + 5 Uy — E Up = Up,
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

Ainsi étudier la convergence de la suite (u,,) revient a étudier la convergence de la série
> Un.
Ezxemple. Un premier exemple important est celui des séries géométriques. Fixons q € C,
considérons u, = ¢" et étudions la série ) ¢

Dans ce cas, on peut calculer explicitement les sommes partielles, on a :

Sn —Zq _1—q

1—g¢q

n+1

sig#1letS,=n+1siq¢g=1. Ainsi on peut conclure que

e Silg| <1, lasérie Y ¢" converge et sa somme vaut » - ¢" =
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e Si gl > 1, la série D g™ diverge.

Eremple. Etudions un autre exemple Y ——1— T Pour étudier cette série nous utilisons

n+1)

I'égalité n(n1+1) = % — n_+1 Ainsi nous pouvons exprimer les sommes partielles

. 1 (1 1 ~1 1

=Y =2 ) =k
k=1 k=1 k=1 k=1
IR Ranaay I 1
— k p k n+1

Ainsi lim S, = 1 et la série converge et Y -, n(n1+1) = 1.

On a une propriété de linéarité sur les séries.

Proposition 4.1.2. Soit > u, et Y v, deux séries et A\ € C. Si les deux séries > u,, et
>~ v, sont convergentes alors la série Y (Au, +v,) est convergente et > 2 (Au,+v,) =

A nZo Un  2pZo Un-

Démonstration. Soit S, et T, les sommes partielles d’ordre n respectives de Y u, et

> vy,. La somme partielle d’ordre n de > (Au, +v,) est AS,, +T,,. Comme (S,,) et (1},)
convergent, (AS,+1T,,) converge vers A > " u,+> o v,. C'est le résultat attendu. O

Remarque. Reprenons 'exemple Y —— FTCESH) Aurait-on pu écrire

n+1

o0

1 =1
;nn—i—l ZE_ZE !

La réponse est NON car les séries qui apparaissent dans le terme de droite sont diver-
gentes (on le verra ci-dessous). Il faut donc manipuler la linéarité avec soin pour les
séries.

Remarque. Parfois, il peut étre intéressant de montrer qu’une série diverge. Un critére
simple dans ce cas est de montrer que le terme général u,, ne tend pas vers 0. En effet,
si 5, désigne les sommes partielles, on peut écrire u,, = S, — S,,_1. Si la série converge
Sy et S,_1 converge vers la méme limite et donc u,, tend vers 0.

On peut donc retenir : si le terme général u, ne tend pas vers 0, la série Y u,
diverge.

Un critére de convergence, assez théorique dans un premier temps, est le suivant

Proposition 4.1.3 (Critére de Cauchy). Une série Y u, est convergente si et seule-
ment si la suite (Sy), de ses sommes partielles est une suite de Cauchy ou encore si et

seulement si
m
> u
k=n

Ve > 0,dng > 0,Vm > n > ng, <e
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Démonstration. La série est convergente si et seulement si (S,), est convergente. Or
(Sp)n est convergente si et seulement si (S,), est de Cauchy (Propositions et
1.5.1). Quant a la réécriture, on a S, — S, = ;" .| ux pour m > n donc

Ve > 0,3ng > 0,Ym >n > ng, |Spm — Su| < e

m
<= Ve > 0,dng > 0,Ym > n > nyg, Z ug| <e
k=n+1
m
< Ve >0,dng > 0,Ym >n >ng+1, Zuk <eg
k=n

O

Exemple. Un cas ou ce critére peut étre utilisé directement est celui de la série harmo-
nique Z% (dans ce cas le terme général est % pour n > 1). Si on fixe N € N*, on peut

estimer
oy Loy
k= 2N 2N 2
k=N+1 kE=N+1

Ainsi le critére de Cauchy n’est pas satisfait et donc la série ) | % diverge comme annoncé
ci-dessus.

4.2 Séries de termes généraux positifs

Dans cette partie nous introduisons des outils pour étudier la convergence des séries
de termes généraux positifs.

Tout d’abord nous pouvons remarquer que, si (u,, ), est une suite positive et (.5,), est
la suite des sommes partielles de > u,, alors la suite (S,), est croissante (S, — S, =
Upt1 > 0). Ainsi (S,,),, converge soit vers une limite finie ¢ soit vers +o0.

Proposition 4.2.1. Soit (u,) une suite positive. On suppose qu’il existe M € R tel
que, pour tout n, > ;_ up < M. Alors la série ) u,, converge.

Démonstration. Soit S,, les sommes partielles de la série. Comme u,, est positive .S,
est croissante et, par hypothése, S, est majorée; donc la suite (S,) converge : la série
converge. O

4.2.1 Comparaison entre séries

Proposition 4.2.2. Soit (u,) et (v,) deuz suites positives. On suppose que u, < v,
pour tout n € N. On a alors les deuzx assertions suivantes.

e Si > v, converge alors > u, converge et

o0 o0
E Uy < E Up.-
n=0 n=0
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e Si Y u, diverge alors > v, diverge.

Démonstration. On note (S,), et (1,), les sommes partielles de Y u, et > v,. On a
Sn, < T, pour tout n. Si >~ v, est finie, la suite (7},) est majorée, donc la suite (S,)
est majorée et converge vers une limite finie : ) w,, converge. De plus

oo [o.¢]
g u, =lim S, <lim7T, = E Up,.
n=0 n=0
La seconde assertion est aussi vraie comme contraposée de la premiére. O

On a le corollaire

Corollaire 4.2.3. Soit (uy,), et (v,), deus suites positives. On suppose que u, = O(vy,).
On a alors les deux assertions suivantes.

e Si Y v, converge alors > u, converge.

e Si Y wu, diverge alors > v, diverge.

FEzemple. Que dire de la série ) # ?70On a m ~ n—12 donc n—lg =0 (ﬁ) et on sait
que la série ) m converge. Donc Y~ -5 converge.

Ezemple. Que dire de > n?¢™ avec ¢ > 0. Tout d’abord on note que si ¢ > 1 le terme
général n?q" diverge vers +o0o donc la série diverge. Supposons maintenant que ¢ < 1 et

q €]q,1]. Ainsi % > 1 et donc n? = O((%) ) ou encore n?q" = O(¢™). Comme ¢’ < 1,
> ¢™ converge donc > n?q" converge.

Dans certains cas, il peut étre intéressant d’estimer les quantités apparaissant dans
I’étude des séries.

Proposition 4.2.4. Soit (u,), et (v,), deux suites positives. On suppose que u, =
o(vyn). On a alors les deuz assertions suivantes.

e Si Y v, converge alors on peut comparer les restes des séries :
o0 [e.9]
E U = 0 E Vi | -

k=n

e Si Y v, diverge alors on peut comparer les sommes partielles des séries :

k=0



50 CHAPITRE 4. SERIES NUMERIQUES

Démonstration. Pour le premier cas, notons que, d’aprés la proposition précédente,
> u, est convergente. Fixons ¢ > 0. Comme u, = o(v,), il existe ngy tel que pour
n > ng, on a u, < ev,. Ainsi on a, pour n > ny,

o o0
E up < € g V.
k=n k=n

Ceci signifie exactement Y o up =0 (D, k).

Pour le second cas, notons (S,,), et (7)), les sommes partielles respectives de > u,
et Y v,. On a lim7,, = 4o00. Fixons € et ny comme ci-dessus. Comme T,, — 400, il
existe ny > ng tel que pour tout n > ny, S,, < €7),. Pour n > n4, on a donc

n n
Sn:Sn0+ Z Uk§€ﬂL+€ Z UkSQe’:TTn
k=no+1 k=no+1

Ceci signifie exactement S,, = o (T,,). O

4.2.2 Comparaison série-intégrale

Les résultats de la partie précédente sont trés similaires & ceux de la Section
En fait il y a un lien fort entre la théorie des séries et celle des intégrales impropres. Le
résultat ci-dessous est un résultat dans ce sens.

Proposition 4.2.5. Soit f € C’gm(RJr) une fonction décroissante et positive. Les deuz
propriétés ci-dessous sont alors équivalentes

(1) > f(n) est convergente.
(11) f0+00 f(t)dt est convergente.

Le résultat reste vrai si f n’est définie que sur [a,+oo[ et on retire les premiers
termes de la série.

Démonstration. Comme f est décroissante, pour tout n > 1, on a

n+1 n
/ ()t < f(n) < / RO

En sommant ces inégalités on obtient
n+1 n n
[ ey sw < [ s
1 — 0

Si (7) est vraie, le terme du milieu est borné donc celui de gauche aussi et donc U'intégrale
converge, (i) est vraie. Si (i) est vraie, le terme de droite est borné donc celui du milieu
aussi et la série converge, (i) est vraie. [l
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FEzemple. Un exemple important d’application est celui des séries de Riemann ) n%
La fonction z — x% vérifie les hypothéses de la proposition ci-dessus pour a > 0. Ainsi
d’aprés les résultats concernant les intégrales de Riemann on a

e la série ) n% converge si et seulement si o > 1.

Un second exemple intéressant concerne les séries de Bertrand ) — lnn) (a>0et
p € R). Tout d’abord si o > 0, on note f(z) = m et on calcule
oy« 3 B _ B 1
fla) = rotli(lnz)f  xotl(lng)stl ( lnx):r;a“(ln x)B

Ainsi f'(x) < 0 pour x grand (« > 0) et f est donc décroissante & partir d’une certaine
valeur de x. De plus lim ., f = 0. On peut donc appliquer la proposition et utiliser les
résultats concernant les intégrales de Bertrand du Chapitre précédent. La série converge
désque a > 1loua =1et > 1. Sia=0onnote que = —0(15 )donclaserleZlB
diverge.

e la série ) — lnn ——7 converge si et seulement siaa >1loua=1et 8> 1.
On peut méme préciser certains comportements asymptotiques.

Proposition 4.2.6. Soit f € Cgm(RQ une fonction décroissante, positive et telle que
[F° f(t)dt diverge. Alors

0

| s~ S s

Démonstration. Notons tout d’abord que comme f est décroissante, on a 0 < f(t) <

f(O A1n81 f”“ = [T f(O)dt— [y fO)dt+ [T f()dtet | f) f()dt [T F()dt] <
=0 fo A1ns1 en reprenant une inégalité de la demonstratlon précédente
on obtlent

/On F(t)dt + o(/on fodt) <3 flk) < /0" F(t)dt

Ceci donne > 7, f( fo t)dt. L’ajout du terme f(0) ne modifie par I’équivalent
puisque la série dlverge O

1

Ezemple. Reprenons Pexemple ) % La fonction ¢ — 5 vérifie les hypothéses de la

proposition donc

1 "1
-~ / —dt =1Inn
k 1t
k=1
On peut méme étre plus précis sur cet équivalent. Posons a,, = Zk % — Inn et consi-
dérons a, —ap1 =+ —Inn+Inn—-1)=L+In(1-1)=L1-240(%)=0(%).



52 CHAPITRE 4. SERIES NUMERIQUES

Ainsi la série ) (a, — a,—1) converge. Ainsi (a,) converge vers une limite finie 7. On
peut donc écrire a, =y + o(1) ou encore

1
Zgzlnn+7+o(l)
k=1

Le nombre ~ est appelé constante d’Euler.

4.2.3 Reégles de D’Alembert et de Cauchy

On va maintenant donner deux outils pour étudier la convergence d’une série a
termes positifs.

Proposition 4.2.7 (Régle de D’Alembert). Soit Y u,, une série a termes strictement
positifs. Silim “Z—:l =/{ <1, alors > u, converge.

Démonstration. Considérons ¢/ = $(1+¢) < 1. Comme “=2 — ¢ < (', on a “ < (' =
Eln+1

a partir d’un certain rang. Donc d’aprés la Proposition , on a u, = O™).

N
Comme > ¢™ est une série convergente (¢’ < 1), > u, est convergente. O
Remarque. Notons que si lim = = ¢ > 1, la série diverge car u, / 0.
Un,
2t 1 _ 1 Un+1 __ 1
Ezemple. La série ) - est convergente. En effet, en posant u, = —;, on a =g

0.
Le second outil est le suivant.
Proposition 4.2.8 (Régle de Cauchy). Soit > u, une série a termes positifs.
e Silimsup /u, <1, alors Y u, converge.
e Silimsup u, > 1, alors > u, diverge.
Démonstration. Soit ¢ € R tel que limsup {/u,, < ¢ < 1. Il existe alors ng tel que
/U, < g pour n > ng ou encore u, < ¢". Ainsi u,, = O(¢") et donc ) u,, converge.
Si limsup {/u,, = ¢ > 1, il existe une sous-suite (uy(y))n telle que eo/tgm)y — £

Ainsi ew)/ligmy > 1 a partir d’'un certain rang et de méme pour u,(). La suite (u,) ne
tend donc pas vers 0 et la série diverge. [

Ezxemple. La série > (1 — %)"2 est convergente. En effet {/(1— 1) = (1-2)" » e ! <
1.
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4.3 Séries a termes généraux de signe quelconque

4.3.1 Convergence absolue

Définition 4.3.1. Soit ) u, une série (réelle ou complexe). On dit que cette série
converge absolument si la série Y |u,| est convergente.

Proposition 4.3.2. Soit Y u,, une série. Si la série est absolument convergente, alors
la série > u, est convergente. De plus, dans ce cas, on a

oo oo
D tn| <3l
n=0

Démonstration. On a 'inégalité classique suivante

Comme la série est absolument convergente, le critére de Cauchy nous dit que

m
V5>0,3n020,Vm2n2n0,Z|uk| <e

k=n

D’apres I'inégalité triangulaire, on a donc

Ve > 0,dng > 0,Vm > n > ny, <e

m
D

k=n

Le critére de Cauchy est donc satisfait pour la série ) u, et donc la série converge
d’aprés le Proposition [4.1.3] En considérant I'inégalité pour n = 0 et en faisant tendre

m vers 400, on obtient
o0 o0
E ug| < E ||
k=0 k=0

]

Le passage a la valeur absolue permet d’utiliser les régles de comparaison associées
aux o et O. Elle permet aussi de comparer des sommes de suites équivalentes.

Corollaire 4.3.3. Soit u, et v, deuzr suites. On suppose que U, ~ v,. Alors Y u,
converge absolument si et seulement si Y v, converge absolument. De plus si (v,) est
positive, on a les deux assertions suivantes.

e Si > v, converge alors
o0

0
E U ~ E V-
k=n

k=n
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e Si Y v, diverge alors

n n
E Up ~ E V-
k=0 k=0

Démonstration. Tout d’abord si u, ~ v, on a |u,| ~ |v,| ce qui donne I’équivalence
des convergences absolues. Ensuite si (v,,) est positive, on utilise la Proposition en
écrivant u,, = v, + w, avec w, = o(v,). Ainsi, pour le premier cas, comme w, = o(v,)
la série Y w, converge absolument et on a

Zuk = ZU;ﬁ—Zwk = ka—l—o (ka> .
k=n k=n k=n k=n

k=n

Le calcul ci-dessus donne exactement >, wug ~ Y oo .

Pour le second cas, on a

Zuk:ka+Zwk :kaqLo(ka)
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0

car > r_qwi| <37 lwk] =0 (3 ,_y k). Ceci donne le résultat attendu. O

4.3.2 Reégle d’Abel et séries alternées

Dans certains cas, ’étude de la convergence absolue n’est pas suffisante, on peut
alors utiliser le résultat suivant.

Proposition 4.3.4 (Reégle d’Abel). Soit (uy,), et (vn), deux suites vérifiant les pro-
priétés sutvantes

o la suite (uy), est réelle, décroissante et tend vers 0 et
o les sommes partielles T, = Y, _ v, forment une suite bornée.

Alors la série Y u,v, est convergente.
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Démonstration. On va calculer une expression des sommes partielles de la série. On a

Z UV = UgVy + Z (T — Ti—1)
k=0

k=1

n n
= ugvp + E updy — E U1
k=1 k=1

n n—1
= UgVp + E w1y, — E U1 Tk
k=1 k=0

3
—

= ugvo + u, Ty, — w1 To + Y (ur — ugs1)Tk

k=1
n—1

= u, T, + Z(Uk — Upt1) T
k=0

D’aprés les hypothéses, (7},) bornée et uw,, — 0, on a u,T,, — 0. Ainsi on voit que la
convergence de la série Y wu,v, est équivalente a la convergence de la série ) (u, —
Un+1)T,. Montrons que cette seconde série est absolument convergente. Pour cela choi-
sissons M tel que |T,,| < M pour tout n et notons que u, — u, 1 est positif. Ainsi

n n n
Z |(wr — wpg) | < Z(Uk — Upe1)|Tx| < Z(Uk — 1) M < M (g — Upi1) < Mug
k=0 k=1 k=0
Ainsi la série est absolument convergente et » u,v, est convergente. O

Il y a un cas trés important ot ce résultat s’applique.

Corollaire 4.3.5 (Critére spécial des séries alternées). Soit (u,) une suite réelle dé-
croissante telle que u, — 0. Alors la série Y (—1)"u,, est convergente.

De plus, si R, =Y 5o (=1)Fuy est le reste d’ordre n de la série, R, est du signe
de (=1)"*! et |R,| < upiq

Démonstration. La convergence de la série se déduit de la régle d’Abel en posant v, =
(—1)™. Les sommes partielles valent alors toutes 1 ou 0 et forment donc une suite bornée.

Le résultat sur le reste découle d’une autre preuve de la convergence de la sé-
rie. Pour cela notons S, = Y ;_,(—1)*u; les sommes partielles. On a alors Son+1) —
Son = (=120 gy + (=12 g,y = ugpio — Uzt < 0 et Sopir)r1 — Sansr =
(=12 D iy + (120 g 1) = —ugpis + Ugnse > 0. Ainsi la suite (S, )n
est décroissante et (So,41), est croissante. De plus Sa, — Soni1 = —(—1)*" g, =
Usns1 — 0. Ainsi les suites (52,), et (S2n11), sont adjacentes, elles converge donc vers
la méme limite . Ceci redémontre que la série converge vers ¢ et de plus, pour tout n,
Sont1 <l < Sy,. Donc Ry, = € — Sy, < 0et Ry =€ — Soppq > 0, ce qui donne le
résultat concernant le signe. De plus | Ry, | = [£ — So,| = Sop — € < Say — Soni1 = Ugni1
et |Ront1]| = [€ — Sant1] =€ — Sont1 < Sonto — Sont1 = Uspia. []
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(=1
nOé
sante et tend vers 0 donc le critére des séries alternées s’applique et la série > (_n—i)

converge.
On savait déja qu’elle convergeait pour o > 1 car, dans ce cas, la série est absolument
convergente. Par contre pour o < 1, elle n’est pas absolument convergente.
Nous pouvons méme aller plus loin pour Z% Pour cela rappelons que nous
avons établi Y | + =1Inn+ v+ o(1). Ainsi

2n n n 2n n
(—1)F ~1 1 1 1
2Tyt ?p__Z“E”Zp:lz_p

FEzemple. Considérons les séries alternées » , @ > 0. La suite (&) est bien décrois-

k=1 p=1 p=1
_yliyd
k=1 k p=1 p
=—In(2n) — v+ Inn+ v+ o(1)
=—1In2+o0(1)

Ainsi Y 07, CU% — _In2,

n

ezn9
n

FEzemple. Que dire de la convergence de la série ? Tout d’abord notons que

6171,9

n

= % Ainsi la série n’est pas absolument convergente. De plus, pour § = 0[27],

on a £ — L donc la série est divergente. Supposons maintenant 6 # 0[27]. Calculons
alors
n pikt _ i@w)k _ 1 — ein+1)0 _ ei(n+1)0/2 ,—i(n+1)0/2 _ ,i(n+1)0/2
1— e eif/2 e—10/2 _ ¢it/2
k=0 k=0
inoj2Sin((n +1)6/2)
a sin(6/2)

Ainsi | Y7 €| < m (notons que 6 # 0[27] implique que sin(6/2) # 0). Ainsi la

etint

n
— converge.

régle d’Abel s’applique et >

4.4 Retour sur I’écriture décimale

Dans l'introduction, nous avons posé la question de I’écriture suivante

o0

Z akl(J*k

k=0

ot agp =0 et a; € {0,...,9} pour & > 1. Nous allons pouvoir maintenant répondre aux
questions que nous avons soulevées.

La premiére remarque que nous pouvons faire est que la suite a;107% = O(107%)
puisque ax < 9. Ainsi la série > a,107% est convergente (par comparaison avec les séries
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géométriques) et le nombre x = > 1 a,107* est bien défini. La question qui reste est
de savoir qu’elle est son écriture décimale : a-t-on x = ag, a1az2a3 ... 7
Pour cela commencons par un petit calul. On a

9 & 1 9 10
9x 107" = — =——==1
Z x 02<10> 01-L 109

Ainsi le nombre Y 29 X 107% vaut 1; il a donc pour écriture décimale 1 et non
0,99999 ... (parfois on voit écrit 1 = 0,999999...). D’'une maniére générale, nous
dirons que la suite (a,), est ultimement égale & 9 si il existe kg € N tel que ap = 9
pour tout k > k.

D’aprés 'introduction si x a pour écriture décimale ag, ajasas . .. et x, = EZZO ap10~F
on a |z — x,| < 107" donc on obtient bien x = Y ;- ax107" par passage a la limite.

Considérons donc maintenant © = > - ax107% avec ap = 0 et a, € {0,...,9}
pour k > 1. Supposons que (ax), n’est pas ultimement égale a 9. Alors pour tout n
onal<yX al0F <> 9x107F =107"37,9 x 1077 = 107", Ainsi
T=Y 1, ap107% + 7 ott 0 < r < 107™. Ainsi si 'algorithme d’écriture décimale donne
Tpo1 = Z;é ar107%. On a 10" (z — z,_1) = a, + 10"r. Comme 0 < 10"r < 1, la n-iéme
décimale est bien la partie entiére de a,, + 10™r c’est-a-dire a,,. Donc I'écriture décimale
de x est bien ag, ajasas. . ..

Supposons maintenant que (a)x est ultimement égale a 9. Considérons alors ky € N
tel que ap = 9 pour tout k > kg et ag, < 9. Définissons alors la suite (by), par by = ay
pour k < ko, by, = ar, +1 et by = 0 pour k > ky. Notons que la suite ainsi définie vérifie
bo € Net b, € {0,...,9} pour k > 1 et qu’elle n’est pas ultimement égale & 9. De plus
on a

[e%s) k [e'e)
T = ZaklO_ Za 107 + Z 9% 107* iaklo_k +107% = Zbkm-k.
k=0 k=0 k=0

k=ko+1

D’apres ce que l'on a vu ci-dessus, ’écriture décimale de x est alors by, by . . . by,.

4.5 Quelques compléments autour des séries numé-
riques

4.5.1 Le produit de Cauchy

Supposons que 'on a deux séries convergentes > a, et > b, et notons A et B
leurs sommes respectives. On se pose alors la question de savoir si I'on peut écrire le
produit AB comme la somme d’une série ) ¢, oil le terme général ¢, est lié aux termes
généraux a, et b,. Pour répondre a cette question introduisons une notions de produit
dans I'espace des suites.
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Définition 4.5.1. Soit (a,), et (b,) deux suites. On définit alors une suite (c,) par la
formule suivante .
Cn = Z akbnfk
k=0

La suite (c,), est appelée produit de Cauchy des suites (ay), et (b,), et sera notée
((a b)), dans ce cours.

La loi * définit un produit sur I'espace des suites CN qui est commutatif, associatif
et distributif par rapport a la loi 4+. Son élémént neutre est la suite (u,), définie par
ug=1et u, =0 pour n > 1.

On a alors le résultat suivant qui répond & la question posée ci-dessus.

Proposition 4.5.2. Soit Y a, et Y b, deux séries absolument convergentes. Alors la
série de terme général le produit de Cauchy de (a,) et (b,) est absolument convergente

et on a
Z(a x0)p = <Z an> X <Z bn>

Démonstration. Notons (¢,), le produit de Cauchy ((a*b),),. Notons A,,, B, et C, les
sommes partielles respectives des séries Y a,, > b, et > ¢,. Considérons tout d’abord
le cas ol les termes généraux sont positifs.

On a alors
An X Bn = (ial> X (i[%) = i aibj
i=0 j=0 1,j=0

= Z aibj + Z (Iibj
i,j=0 i,j=0
i+j<n i+ >n+1

= Z Z a;bp—; + Z a;b;
k=0 i=0 i,j=0

i+j>n+1

n
=Cot Y aib;>C,
i,j=0
i+j>n+1

Notons que dans le second terme de droite on a toujours ¢ + j < 2n. Ceci donne

2n  k
An X Bn < Z Z aibk:—i = CZn

k=0 =0

Ainsi on a C,, < A, x B, < Cy,. On suppose les séries > a, et > b, convergentes,
donc les suites (A,,) et (B,) sont majorées et donc la suite (C),) est majorée : la série



4.5. QUELQUES COMPLEMENTS AUTOUR DES SERIES NUMERIQUES 59

>~ ¢, est convergente. De plus, par passage a la limite dans I'inégalité, on a >~ ¢, <
O gan) X (3020 by) < D20 cn ce qui donne I'égalité annoncée.

Pour le cas général, remarquons tout d’abord que |c,| = |[(a*b),| < (|a|] *|b]),. Donc
si ) a, et > b, sont absolument convergente (|c,|), est majorée par une suite dont la
série associée est convergente : > ¢, est absolument convergente.

Pour montrer 1’égalité annoncée, on reprend le caclul . On note alors A, B,
et C,, les sommes partielles des séries Y |a,|, D |bn] et > (|a] * |b]),. On a alors

n n
[AnB, = Col = | > ;| < > aillb;] = |AB, — G
1,7=0 2,7=0
i+j>n+1 i+j>n+1

Le cas des suites positives montre que le terme de droite tend vers 0, donc celui de
gauche aussi ce qui donne la formule. O]

Ezemple. Considérons la série géométrique »_ 2™ pour |z| < 1. On sait que la série

converge absolument et y > 2" = l%z Ainsi d’aprés le résultat ci-dessus
1 [e.e] 2 o0 m [e.e] m o0
e (L) S (T - () - S e
—z
n=0 m=0 \k=0 m=0 \k=0 m=0

4.5.2 L’exponentielle complexe

Nous allons tout d’abord montrer que 'exponentielle réelle exp(x) peut s’écrire
comme la somme d’une série particuliére. Nous introduirons ensuite la notion d’expo-
nentielle d’un nombre complexe et ainsi donner une justification & la notation polaire
des nombres complexes.

Commengons par 'écriture de exp(x).

Proposition 4.5.3. Soit x € R une nombre réel, on a alors

. T
exp(z) =e" = Zﬁ

Démonstration. On va utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale (Proposition [2.4.5)).
Comme exp est C'°, on peut 'appliquer a tout ordre avec a = 0 ainsi on a

n

1, et
exp(x) = i +/ m(x —t)"dt
k:O . 0 .

On peut alors majorer le reste

x ot x
[ 2] < 21
o nl n!

e

n+1

/0$(x = t)”dt‘ _ max(l, ¢’)

n!

0
~ max(1, )]z
(n+1)!
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Ce majorant tend vers 0 lorsque n — oo, donc le reste tend vers 0 et la formule est
démontrée. N

Ce résultat incite & poser la définition suivante.

Définition 4.5.4. Soit z un nombre complexe, on appelle exponentielle de z, notée
exp z ou €, le nombre complexe défini par

=1
expz:zmz”

n=0

Remarquons que, pour que la définition ait du sens, il faut vérifier que la série ci-
dessus converge. Pour cela appliquons la régle de D’Alembert pour montrer son absolue
convergence :

2"l ||
X =
m+1)! |z n+1

Voici quelques propriétés de 'exponentielle complexe

—0

Proposition 4.5.5. Soit z,2' € C, on aexp(z+2') =expz X expz’. On a exp0 =1
Si z=a+ib avec a,b € R, on a |expz| = expa. De plus exp zZ = exp z.

Démonstration. La premiére formule est une conséquence de la Proposition Pour

m

cela calculons le produit de cauchy des suites (%), et (57), :
Tk mF 1 < n! w om—k 1 “n
%E(n—k)!_agk!(n—k)!zz =t

exp 0 = 1 s’obtient en posant z = 0 dans la formule.
On a

n k n —k
z z
k! _Z k!
k=0 k=0

Donc par passage a la limite, on obtient expz = expz (on utilise la continuité de
I'application z +— z). Finalement

lexpz|? =expz x eXpZz = exp z X exp Z = exp(z + 2) = exp(2a) = (expa)?

Donc |exp z| = exp a puisque exp a > 0. ]

Ainsi si 2 = a + ib, on a exp(z) = e%® ol e® est le module de exp(z). Ainsi

montrer que tout nombre complexe non nul peut étre mis sous forme polaire z = pe? =
exp(In p+i60) revient & montrer que I'application exp : C — C* est surjective. La réponse
a cette question nécessite des outils qui dépassent le contenu de ce cours.

On peut compléter la définition de 'exponentielle complexe par celle des fonctions
cosinus et sinus.
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Définition 4.5.6. Soit z un nombre complexe, on définit alors les nombres cos z et
sin z par

1., . , < (=1)"
Sin z = _(ezz _ e—zz) _ Z ¥22n+1

cosz = (e +e ) = % (g %(iz)" + g %(—Zz)")
(S e L e L i)
(S g S i)
-3

4.5.3 Les produits infinis

L’étude des séries consiste en ’étude des sommes infinies. Lorsque 'on se donne
une suite réelle (a,),, on peut aussi considérer le produit de tous ses termes [[°7 ) .
L’étude de tels produits repose évidemment sur 1’'étude de la convergence de la suite
des produits partiels [];_, ax.

Notons que si 'un des termes a,, est nul, la suite des produits partiels est nulle a
partir d’'un certain rang et donc elle converge vers 0. Supposons donc que a,, # 0 pour
tout n et que [[,_, ax converge vers une limite ¢ non nulle. On a alors

- l
Qp = —Hk:oak —-=1

ioak !
Ainsi a,, est strictement positif a partir d’'un certain rang. Ceci explique pourquoi on se
consacre essentiellement & 1’étude de produits infinis & termes strictement positifs que
I'on écrit souvent sous la forme a,, = 1+ b,, pour mettre en évidence la convergence de
(an) vers 1.
Une fois ces remarques et ces restrictions faites, on peut aussi noter que

n n n

H ap = exp(ln(H ag)) = exp(z In ay,)

k=0 k=0
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Ainsi la convergence de la suite des produits partiels est directement reliée & ’étude
de la série > Ina,, pour laquelle on dispose de tous les outils développés précédemment.

Ezemple. Etudions par exemple le produit [J(1— %) a > 0 (avec n > 2 pour que tous
les termes soit bien définis et non nuls).

On sait que P'étude de ce produit passe par celle de la série > In(1 — —) On a
In(1 — %) ~ ——. Ainsi si a > 1 la série converge et les produits partiels convergent
vers une limite non nulle. Si a < 1, les sommes partielles >, In(1 — ) tendent vers
—o0 et donc les produits partiels tendent vers 0.

4.5.4 Les séries doubles

[’étude des séries porte sur les sommes de familles de nombres (a,),en indicées
par N. On pourrait aussi s’intéresser a des familles indicées, par exemple, par N? :
(@i ;)@ j)enz2- En toute généralité cette étude reléve de la théorie des familles sommables
que nous ne développerons pas ici. Nous allons juste donner un résultat concernant les
familles (a; ;);; & termes positifs.

Théoréme 4.5.7 (Théoréme de Fubini). Soit (a; ;) jyene une famille a termes positifs.
On note alors les sommes de séries

S —Za” et Sl Zam

avec la convention que ces sommes valent +00 si les séries divergent.
On suppose alors que les sommes S? sont toutes finies et que > S? converge. Alors
les Sj1 sont toutes finies et » Sjl» converge, de plus on a

DS (z) -y (z) -y
i=0 i=0 \ j=0 j=0 \i=0 §=0

Sous les hypothéses du théoréme, le nombre > 7% 377 ja;; = > 272> 2 a;; est
appelé somme de la série double ) a; ;.

Démonstration. Notons S}(n) les sommes partielles Y "" ( a; ;. On a alors
p P n n D
SLTEES 9 RS 9 SLTES 9 D o] b oLty
=0 j=0 i=0 =0 j=0 i=0 j=0

Il découle de cette inégalité que S}(n) < >°7%) (Z;’io am) donc la série ) . a; j converge.
De plus en laissant tendre n vers oo dans l'inégalité, on obtient

ZS <, 3 (iaj>

J=0
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Cette majoration étant uniforme en p, la série ) S} converge et

=0 \i=0

La situation étant symétrique en i et j, 'autre inégalité est aussi vraie ce qui donne
I’égalité. O

Ezemple. Etudions la série double > G Pour cela fixons 7 et remarquons que

+ @+5)*" (H‘J)
<. Ainsi pour chaque i fixé la somme S; = Z]oo L (H e est finie. Mamtenant a-t-on »_S;

converge Pour cela il faut estimer S;. On note que S; =3 7| HJ =2 itit1 jo- Alnsi
S; est juste le i-éme reste de la série > 2 73+ Ainsi par comparaison avec des intégrales

(voir Section 4.2.2)), on a

-‘rool

ZkB / St =

k=i+1

o0

Ainsi la série ) S; converge et la somme double Y™ G ﬂ

(o est bien définie.

4.5.5 La formule de Stirling

Nous allons donner ici une preuve de I'équivalent de Stirling n! ~ n"e™"v/27n.
La premiére étape consiste & montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
5 0. On pose u, = —2— et yy = 1.

n +§€_n . . . .
Pour montrer que u,, admet une limite on écrit

U
w =]

Uk —
k:lkl

+§e—n

On s’intéresse donc a la convergence du produit infini de terme général — “" . On est

Un—

donc amené a étudier la convergence de la série ) In —*=—. On a
0 ! —1)"zen 1., 1
In " —In Ti (n—1)"2e =In(e(l — —)""2)
Unp—1 nttze—n (n — 1)' n
1 1
=1 — ) In(l — —
(=) m- )
1 1 11 1
=1 B (e
+(n 2)( n  2n? (n?’))
11 11 1 1
—1—-1—-—4-= Y= O(=—
2n 2 (n2> (n2>

Donc la série est convergente (comparaison avec une série de Riemann) et la constante
¢ existe bien.
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Il reste donc a déterminer la valeur de ¢ pour obtenir I’équivalent. Pour cela on va
se servir du calcul des intégrales de Wallis W,, = fof(sin t)™dt. D’aprés I'équivalent que

I'on a trouver pour n! et (2.2)) on a :

W — @2n)! ©  (2n)*tre ™™ N2r  ow
T (2npl)22  2ep2ntle=20022 T ui2 T ¢\on
et
- B <2nn|)2 22nn2n+l€—2n€2 B el
T @n+ D) @n4 1) Ee-Cring 23 /n(14 L)2td
On a
1 3 3 1 3., 1 1
14— )i = 20+ S)In(1+—)) = 2n + ) (5= + o
(L+5-) exp ((2n + ) In(1+ =) = exp ((2n + 3) (5~ + o(5-))
— exp(1+o(1))

Ceci donne finalement Wy, 1 ~ ge\f. Par ailleurs, comme 0 < sint < 1, on a W, >
22/n
Waoni1 > Wanis et WVSL = §Z—ﬁ — 1. De cette limite, on a Wy,10 ~ Wy, et, de

I’encadrement, on obtient W, 1 ~ W,. Ceci nous donne finalement
T 14
\/2n 2%\/5

et donc ¢? = 27 ou encore { = v/27. La formule de Stirling est donc démontrée.

4.5.6 Quelques calculs explicites

e Nous allons montrer le résultat suivant

Notons tout d’abord que cette série est une série alternée dont la valeur absolue du
terme général est décroissante et tend vers 0. Le critére des séries alternées affirme donc

que la série converge. Nous allons le remontrer en déterminant la valeur de la somme.
1—(—z2)N+1 L.
= 1=C2)7"  Ainsi pour tout t € R on a

Fixons N € N et calculons zszo(—a:?)” = T2

t 9 t [ N ) (_$2)N+1
arctant:/o 1+x2dI:/0 Z(-JI) +W dx

n=0

N
(_1>nt2n+l /t (—ZE2)N+1
= d
nz:; 1l ), dxe2
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L’intégrale de droite peut étre estimée
t (L 2\N+1
/ )™l <
0 1 -+ IQ

Ainsi, si |t| < 1, l'intégrale tend vers 0 lorsque N — oo. Ceci nous donne que pour
te[-1,1]:

1 avragy _ I
de =0
/0 T ON T3

o0

(_1)n 2n+1
arctant = I
; 2n+1

et pourt =1

i( n—arctanlzﬁ
n:02n+1 4

e Nous allons établir le résultat suivant

1
n2
—~n 6
Pour cela nous allons d’abord établir que, pour N € N, il existe un polynome Py de

degré N tel que
sin(2N + 1)z

2NHL . Py (cot® ) (4.2)

sin
On cherche donc & évaluer sin(2N + 1)z

sin(2N + 1)z = Im(exp(i(2N + 1)x) = Im(exp(iz)*V 1)

= Im ((cosz + isinz)

ON+1
2N +1
=1Im (Z < k+ ) cos® x(i sinx)ZNH_k)

k=0

2N+1)

N
2N +1
= Z ( N ) (—1)NV"P cos? xsin® N1

p=0 2p
al N + 1
= sin?N gy (Z(—l)N_p< 2 ) cot? x)
p=0
Ainsi Py = (ZNH)XP convient. Notons que les termes de plus haut degré
de Py sont PN = (2N +1)X w){]\’_l —|—

. o .
En considérant © = sgt5m avec 1 <n < N dans , on obtient

nm ~ sin(nm)

))_ . 2N+1 nm
2N+1 Sin +m

=0

Py (cot?(
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Comme la fonction cot est strictement décroissante sur |0, 7|, les nombres cot?(
(1 <n < N) sont N racines distinctes de Py qui est de degré N. Ainsi on a

i)

N

Py=0N+ 1] (x - Cot2(2]\7;1 )

n=1

En regardant le coefficient devant X~ ~! on obtient

N@N +1)(2N -1) Y, oar
3 =—(2N +1) nE_l cot (2N+1)
Ainsi v
o, nm . N(@2N-—-1)
g COt(QN—I—l)_ 3 (4.3)

Une fois cette formule établie nous allons pouvoir calculer la somme de la série

harmonique. Tout d’abord notons que, pour x € [0, 5[, on a cos(z) < 1 < Cosl%. En

intégrant ces inégalités, on obtient sinx < z < tanx ou encore cot x < Lo 1 pour

— sinx

z €]0, Z[. Finalement nous avons 'inégalité cot® z < = < 1+ cot®z. Ainsi en évaluant
ces inégalités en x = et en sommant pour 1 < n < N, on obtient

2N+1

N 2N—|— N nmw
t2( < 1 t2
ZCO 2N+1 Z n7r2 ; +eot (G 7)

n=

—_

En utilisant (4.3)), on a

1 N(@2N —-1)
(2N +1)2

< GvrT (N+w>

an

Ainsi en faisant tendre N vers oo, on obtient

o0

1 1
Zn2772 "6

n=1

ce qui est le résultat attendu.

4.5.7 Les séries entiéres

Une série entiére est une série de la forme > a,z" ou (a,), est une suite complexe et
z € C. L’étude générale des séries entiéres est faite dans le cours Analyse 4 du second
semestre de L2.

Comme toute série, la premiére question a résoudre est celle de la convergence de
la série.
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Proposition 4.5.8. Soit > a,2™ une série entiere et v € Ry tel que la suite (a,r™),
est bornée. Soit z € C tel que |z| < r, alors > an,z" converge absolument.

Démonstration. Comme (a,r™) est bornée, on peut écrire a,r" = O(1). Ainsi |a,2"| =
n
|anr”|(|72‘)” = O((lil> ). Comme @ < 1, la série Z('i—‘)” converge et donc Y a,z"

r

converge absolument. O
On définit alors

Définition 4.5.9. Soit ) a,2™ une série entiére. On définit alors le rayon de conver-
gence de la série par R = sup{r > 0 | (a,7™) est bornée}.

Notons que S = {r > 0| (a,r™) est bornée} n’est pas vide puisque 0 € S et que le
rayon de convergence peut étre égal & +00. Notons aussi que si r € S, alors 7’ € S pour
tout 7’ € [0,r]. La convergence d’une série entiére est donnée par le résultat suivant.

Proposition 4.5.10. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Alors :
o si|z| <R, Y a,z" converge,
o silz| > R, > ayz" diverge.

Démonstration. Si |z| < R, il existe alors ro € {r > 0 | (a,r™) est bornée} tel que
|z| <79 < R.Ainsi y a,2" converge absolument d’aprés la Proposition[4.5.8] Si |z| > R,
alors |z| ¢ {r > 0| (a,r™) est bornée}. Donc (a,2™) ne converge pas vers 0 et donc
> anz™ diverge. O

Remarque. Ce résultat justifie la terminologie de rayon de convergence pour R. Le
disque D(0,R) = {z € C | |z| < r} est d’ailleurs appelé disque de convergence de la
série entiére. Le résultat ne dit toutefois rien sur le comportement de la série lorsque
|z| = R. 1l s’agit en général d’une question plus délicate qui ne connait pas de réponse
générale.

Ezemple. Considérons la série entiére Y £2". La suite (£), est bornée donc le rayon de
convergence est supérieure & 1. Par ailleurs si 7 > 1 on a % — +o00o donc le rayon de
convergence est inférieur a 1 : le rayon de convergence est 1.

Que peut-on dire si |z| = 17 Pour z = 1, Y & diverge. Pour z = —1, Z%
converge. On voit qu’il n’y a pas de comportement unique sur le bord du disque de
convergence. En fait si z = € avec 6 # 0[27], on a > 2™ converge comme on I'a vu
dans un exemple précédent.

Afin de déterminer le rayon de convergence d’une série entiére on peut recycler des
critéres que I'on a vu pour étudier la convergence des séries numériques.

Proposition 4.5.11 (Régle de D’Alembert). Soit Y a,2" une série entiére telle que

lan

a, # 0 pour n assez grand. On suppose que ‘a—ﬂl‘ — U (éventuellement { = +00). Le

rayon de convergence R de la série entiére est alors R = % (avec R =0 si { = 00 et
R=+0c0 sil=0).
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Démonstration. On reprend pour cela la régle de D’ Alembert pour les séries numériques.
Si 2 € C*, on a lans2
|anz"]

|z|¢ > 1 la série dlverge Autrement dit, si |z| < 7 la série converge et si |z] > { la série
diverge. Donc R = L

— |z|¢. Ainsi on sait que si |z|¢ < 1 la série converge et si

Ezemple. Considérons la série entiére > n?2". On a nH) = (14+2)* — 1 donc le rayon
de convergence est 1.

1
Pour la série entiére > nlz", on a (”+ L — n+1 — 400 donc le rayon de convergence
est 0.
, . N 1.n n! o
Pour la série entiére ) 2", on a il = n+1 — 0 donc le rayon de convergence
est +o0.

Il faut toutefois faire attention car ’hypothése a, # 0 pour n assez grand est im-
portante. Par exemple, considérons la série entiére > nlz"*. Si on écrit cette série sous
la forme Y apz®, on voit que ap = n! si k = n? mais, si k n’est pas un carré, on a
ar = 0. Ainsi de trés nombreux coeflicients de cette série entiére sont nuls. Une telle
série entiére est dite lacunaire. Dans ce cas pour déterminer le rayon de convergence, il
faut revenir a la définition du rayon de convergence ou a ’étude des séries numériques.
Par exemple on peut directement appliquer la régle de D’Alembert a la série numérique

S nlz?
(n + 1)!|z|(+D°
n!|z|"*

0 sifz] <1
+oo siz| >1

=(n+ 1)|z‘2”+1 — {

Ainsi la série converge si |z| < 1 et diverge sinon : le rayon de convergence est 1.

Un autre cas ou la régle de D’Alembert ne s’applique pas est le cas ou |a‘"+|1‘ n’a pas
de limite. Par exemple, COHSlderons la série entiére » (3+(—1)")z" i.e. a, = 3+ (—1)™.
On a alors - = 2 ou ; L suivant que n est pair ou impair : le rapport n’a pas de limite.
Toutefois, on a 2|z|™ < a |z|" < 4|z|™; ainsi la suite (a,z") est bornée si et seulement

si |z] < 1. Le rayon de convergence est 1.
On peut aussi adapter la régle de Cauchy, ce qui donne une expression du rayon de

convergence.

Proposition 4.5.12 (Formule de Hadamard). Soit Y a,2™ une série entiére de rayon
de convergence R. On a alors

1
= lim sup v/ |a,|

1 1 _
avec +OO—O et0—+oo.

Démonstration. Appliquons la régle de Cauchy a la série numérique > a,z". On a

limsup {/|a,2"| = |z|limsup {/]a,|. Si |z| < (limsup {/|a,|)"" la série converge et si

|z| > (limsup {/]a,|)~" la série diverge. Ceci donne le résultat. O
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Ezemple. Déterminons le rayon de convergence de la série entiére > n"z™. 1l s’agit 1a
aussi d'une série lacunaire. Nous allons appliquer la formule de Hadamard. Notons que
les coefficients ay, vérifient a, = n™ si k = n! et 0 sinon. On est donc amené & déterminer
limsup 3/n". On a

Vnn = nat — T = eIy

Ainsi la limite supérieure vaut 1 et le rayon de convergence est 1.
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