Exercices Supplémentaires.
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Pour tout n € N¥, on pose u,, =

1) Montrer que la série E u,, est convergente.
n>1

2) Montrer que pour toutn € N*, on a

1
Uy = / (1 —x)*x* 2 du.
0

3) Montrer que pour tout N € N*, on a

N 1 1

1-— 1-—
E Up :/ xdx—i—/ —xeNda;.
vt o 1+x o 1+uw

+oo
4) En déduire Z Uy, =2In2 — 1.

n=1

+o0
Soit f : [1,+00[— R une fonction de classe C" telle que l'intégrale / |f/(t)] dt est
1

convergente. On pose
n+1
un, = f(n) —/ f(t)dt, neN"

1) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

n+1
Vn e N, / (= — D) f(8) dt = .

En déduire que

n+1
Vn € N, ]un|§/ (1)) dt.

2) Montrer que la série Z uy, est absolument convergente.
n>1

3) Montrer que la série Z f(n) converge si et seulement si, la suite ( / f(t) dt> converge.
n>1 1
sin y/n

4) Application : Montrer que la série Z

n>1

est convergente.
n



Pour tout n € N, on pose

n - _1n
Su =Y (-1)"Wk, et tn:Sn+( 2>

k=1

V.

On se propose de montrer que la suite (¢,,),>1 est convergente.

1) On pose u,, = t,+1 — t,,. Montrer que

w = " (—1)”“+0( 1 )

TN 372

2) Montrer que la série E u, est convergente.
n>1

3) En déduire que la suite (¢,,),>1 est convergente.

Jn

@ Pour tout n € N¥, on pose u,, = o et v, = Uy — Upyq.

1) Montrer que la série E u,, est convergente.
n>1

2) Montrer que v, o~ 7" En déduire que la série E v, est convergente et on a
o)

n>1
o0 “+o00
1
Ve ~ = E Ug, -
+oo 2
k=n+1 k=n+1
+o0o +oo \/—
1 n
3) Calculer E vy, et en déduire que g wp ~ o
—+00
k=n+1 k=n+1

+oo
1) Montrer que l'intégrale / e”"| sint| dt est convergente.
0

(n+1)m
2) Pour tout n € N, on pose u,, = / e~ | sint| dt.

a) Calculer .
b) Montrer que u,, = e”""uy. ( Utiliser le changement de variable z = ¢t — nm).
3) Montrer que la série Z u,, est convergente et calculer sa somme.

n>0

4) En déduire que

oo le™+1
/ e’t]sint]dt:—e Lk
0 2em —1
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