Exercices Supplémentaires.

Pour tout n € N* et x € [0, +o0], on pose f,(z) = [e—22 1 %
n

1) Montrer que la suite de fonctions (f,), .y converge simplement sur [0, +oo[ vers une
fonction f qu’on déterminera.

2) En utilisant la suite z,, = n®, montrer que la convergence de la suite (f,),y. n'est pas
uniforme sur [0, 4+o00].

3) Montrer que

Vn e N* Vo € [0, 400, |fu(z) — f(2)] < g

Indication: On pourra utiliser I'inégalité ‘\/_ — \/l_)‘ < +/|la—"b|,Ya>0,Vb > 0.
En déduire que la suite (f,), .. converge uniformément sur [0, M], pour tout M > 0.
1
4) Déterminer lim fo(z) da.
n—+oo J

Soit @ € R. Pour toutn € N* et z € [0, 1], on pose f,(z) = n"2"(1 — z).

1) Montrer que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur [0, 1]. On désigne
n>1
par f(z) sa somme.
2) Etudier la convergence normale sur [0, 1] de la série Z fn(x).
n>1
3) On suppose dans cette question que a = 0.
a) Exprimer f(x) en fonction de z, pour = € [0, 1]. (Distinguer le cas = = 1).
b) En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].
4) On suppose que a > 0. Montrer que

x < f(z), Vzel0,1].

En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

+oo
Pourtoutxe[O,l],onposef(x)zz< Lo ! >

n—aux n—+x
n=2

1) Montrer que f est bien définie sur € [0, 1].
2) Montrer que f est continue sur [0, 1].
3) Montrer que

/01 F(z)dz = In2.

4) Montrer que f est dérivable sur [0, 1].
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@ Pour tout n € N etz € [0, +00[, on pose f,(x)

1) Montrer que la série de fonctions Z fn(2) converge simplement sur |0, +00[. On désigne
n>0

par f(x) sa somme.

2) Montrer que la convergence est normale sur [a, +o00[, pour tout ¢ > 0. En déduire que f

est continue sur |0, +00|.

3) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo.

i 1
4) Montrer que xl_l}r_{loo flz) =

5.
1
5) Montrer que 567”“ < fu(x), pour toutz > 0,eton a

1
T < f(z), Vx>0
En déduire la limite de f en 0.
* 1 —z/n
Pour tout n € N* et z € [0, +o0|, on pose f,(z) = | (1—e™m).

1) Montrer que la série de fonctions Z fn(2) converge simplement sur [0, +00[. On désigne
n>1

par f(x) sa somme.

2) Montrer que la convergence est normale sur [0, a], pour tout a > 0. En déduire que f est

continue sur [0, +oo|.

3) Montrer que f est dérivable sur [0, +oo.

4) Pour tout n € N* et z > 0,0n pose g, (z) = f"(@
T
a) Montrer que la série de fonctions Z gn(z) converge uniformément sur |0, +o0|.
n>1
Indication: Utiliser 'inégalité 1 — e™* < ¢, Vt > 0.
b) En déduire que lim J(@) = 0.

x—+o00 I



